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１４７「日本数学オリンピック問題を解いてみた（１５）」 

 

 図１において、直線ＱＤ，ＱＥの延長線と 

外接円の交点をＦ，Ｇ、直線ＢＰ，ＣＰの 

延長線と外接円の交点をＦ’，Ｇ’とする。 

 

 ⊿ＢＤＱと⊿ＣＥＱに正弦定理 

を適用すると、 

 𝐵𝐷 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝑄𝐷
=

 𝐷𝑄 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐷𝐵𝑄
 

 𝐶𝐸 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝑄𝐸
=

 𝐸𝑄 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐸𝐶𝑄
 

𝐵𝐷 = 𝐶𝐸 から、 

𝐷𝑄
 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝑄𝐷 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐷𝐵𝑄
= EQ

 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝑄𝐸 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐸𝐶𝑄
 

∠𝐷𝐵𝑄，∠𝐸𝐶𝑄 は円内接四角形 

ＡＢＱＣの対角だから、 

∠𝐷𝐵𝑄 + ∠𝐸𝐶𝑄 = 180°である。よって、 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐷𝐵𝑄 = 𝑠𝑖𝑛(180°− ∠ 𝐸𝐶𝑄) = 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐸𝐶𝑄 

𝐵𝑃：𝐶𝑃 = 𝐸𝑄：𝐷𝑄から、
 𝐶𝑃 

𝐵𝑃
=

 𝐷𝑄 

𝐸𝑄
= 𝑘 とおき、 

①を変形すると、
 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝑄𝐸 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝑄𝐷
= 𝑘                              が得られる。 

⊿ＢＦＱと⊿ＣＧＱは円内接三角形なので、
 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝑄𝐺 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝑄𝐹
=

 𝐶𝐺 

𝐵𝐹
、∠𝐵𝑄𝐹 = ∠𝐵𝑄𝐷 、∠𝐶𝑄𝐺 = ∠𝐶𝑄𝐸 

だから、
 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝑄𝐸 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝑄𝐷
=

 𝐶𝐺 

𝐵𝐹
= 𝑘   から、𝐶𝐺 = 𝑘𝐵𝐹 

次に⊿Ｆ'ＢＣと⊿Ｇ'ＢＣに正弦定理を適用する。 
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いずれも円内接三角形なので次式が成り立つ。 

 𝐵𝐹′ 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝐶𝐹′
=

 𝐶𝐺′ 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝐵𝐺′
 より、

 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝐵𝐺′ 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝐶𝐹′
=

 𝐶𝐺′ 

𝐵𝐹′
 

⊿ＢＣＰに正弦定理を適用して、
 𝐵𝑃 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝐶𝑃
=

 𝐶𝑃 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝐵𝑃
、𝐶𝑃 = 𝑘𝐵𝑃 だから、

 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝐵𝑃 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝐶𝑃
=

 𝐶𝑃 

𝐵𝑃
= 𝑘 

∠𝐵𝐶𝑃 = ∠𝐵𝐶𝐹′，∠𝐶𝐵𝑃 = ∠𝐶𝐵𝐺′ から、
 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝐵𝐺′ 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝐶𝐹′
= 𝑘 

よって、
 𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐶𝐵𝐺′ 

𝑠𝑖𝑛 ∠ 𝐵𝐶𝐹′
=

 𝐶𝐺′ 

𝐵𝐹′
= 𝑘 より、𝐶𝐺′ = 𝑘𝐵𝐹′ 

以上より Ｂ，Ｃ，Ｆ，Ｆ'，Ｇ，Ｇ'は同一円周上にあり、③，④が成り立つので、ＦとＦ'，ＧとＧ' 

は一致する。 

従って、直線ＱＤ，ＣＰの延長線と直線ＱＥ，ＢＰの延長線は外接円上の同一の点Ｆ，Ｇで交わる。 

 ここで、点Ａ，Ｑを結ぶと、∠𝐴𝐵𝐹 = ∠𝐴𝑄𝐹，∠𝐴𝐶𝐺 = ∠𝐴𝑄𝐺，∠𝐴𝑄𝐹 + ∠𝐴𝑄𝐺 = ∠𝐹𝑄𝐺，∠𝐹𝑄𝐺 = ∠𝐷𝑄𝐸 

⊿ＦＢＰにおいて、∠𝐵𝐹𝑃 = ∠𝐵𝐴𝐶，∠𝐹𝐵𝑃 = ∠𝐹𝑄𝐺 = ∠𝐷𝑄𝐸  だから、⊿ＦＢＰの ∠𝐹𝑃𝐵 の外角である

 ∠𝐵𝑃𝐶 は、∠𝐵𝑃𝐶 = ∠𝐵𝐹𝑃 + ∠𝐹𝐵𝑃 = ∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐷𝑄𝐸 である。 

よって、∠𝐵𝑃𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐷𝑄𝐸 が成り立つ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図１に示す二等辺三角形ＡＢＣにおいて、ＡＢ＝ＡＣである。 

∠ＢＡＣ＝α，∠ＡＢＣ＝∠ＡＣＢ＝β，円ωの中心をＯ，円Γの中心をＰ，⊿ＢＤＦの外接円の中心

（外心）をＱ，この外接円と辺ＡＢの延長線との交点をＧとする。 

∠ＥＡＧ＝αより、∠ＥＦＧ＝π－α、ＯＰ⊥ＥＦ，ＰＱ⊥ＦＧより∠ＯＰＱ＝αである。 

また、∠ＤＣＥ＝∠ＤＦＥ＝β、ＯＰ⊥ＥＦ，ＯＱ⊥ＤＦより∠ＰＯＱ＝βである。 

以上より、⊿ＡＢＣと⊿ＰＯＱは相似である。⊿ＡＢＣは、ＡＢ＝ＡＣの二等辺三角形であるから、三 

角形ＰＯＱにおいて、ＯＰ＝ＰＱである。よって、三角形ＢＤＦの外接円の中心（外心）Ｑは円Γ上に 

あることが証明された。 
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 問題を図に表すと右図（図１）のとおりである。 

直線ＡＤと直線ＥＰの交わる点をＱとすると、 

２つの直線が垂直に交わることを示すためには、 

⊿ＡＥＱが直角三角形ＰＥＹと相似であることを 

言えばよい 

 次ページに示す図２において、 

三角形ＡＢＣの三辺をａ，ｂ，ｃ、 

それぞれの角をα，β，γとする。 
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⊿ＡＥＱが⊿ＰＥＹと相似であることをいうため 

には、∠ＡＥＱ＝∠ＰＥＹだから、 

∠ＥＡＱ＝∠ＥＰＹであることを言えばよい。 

四角形ＡＸＤＹにおいて、 

∠ＡＸＤ＝∠ＡＹＤ＝９０°だから、 

∠ＸＡＹ＋∠ＸＤＹ＝１８０°となり、 

体角の和が１８０°であるから、 

四角形ＡＸＤＹは円に内接する。 

 ⊿ＡＤＸと⊿ＰＦＤにおいて、 

∠ＸＡＤ＝∠ＸＹＤ、ＸＹとＦＰ 

は平行だから∠ＦＰＤ＝９０° 

である。よって、 

⊿ＡＤＸと⊿ＰＦＤは相似である。 

従って、
 𝐹𝐷 

𝑋𝐷
=

 𝐷𝑃 

𝐴𝑋
 より 𝐷𝑃 =

 𝐹𝐷･𝐴𝑋 

𝑋𝐷
、これに 𝐹𝐷 =

 𝑏 

2
，𝑋𝐷 =

 𝑎 

2
𝑠𝑖𝑛 𝛽，𝐴𝑋 = 𝑐 −

 𝑎 

2
𝑐𝑜𝑠 𝛽  を入れ 

ると、𝐷𝑃 =
 
 𝑏 
2
･ (𝑐 −

 𝑎 
2

𝑐𝑜𝑠 𝛽) 

 𝑎 
2

𝑠𝑖𝑛 𝛽
，𝐷𝑌 =

 𝑎 

2
𝑠𝑖𝑛 𝛾  より、𝑃𝑌 = 𝐷𝑃 − 𝐷𝑌 =

 
 𝑏 
2
･ (𝑐 −

 𝑎 
2

𝑐𝑜𝑠 𝛽) 

 𝑎 
2

𝑠𝑖𝑛 𝛽
−

 𝑎 

2
𝑠𝑖𝑛 𝛾 

∠ＤＡＹ（＝∠ＥＡＱ）と∠ＥＰＹが等しことをいうために、 

𝑡𝑎𝑛 ∠𝐸𝑃𝑌 =
 𝑌𝐸 

𝑃𝑌
， 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐷𝐴𝑌 =

 𝐷𝑌 

𝐴𝑌
 が等しいことを示す。 

𝑌𝐸 =
 𝑏 

2
−

 𝑎 

2
𝑐𝑜𝑠 𝛾から、

 𝑌𝐸 

𝑃𝑌
=

 
 𝑏 
2 −

 𝑎 
2 𝑐𝑜𝑠 𝛾 

 
 𝑏 
2
･ (𝑐 −

 𝑎 
2

𝑐𝑜𝑠 𝛽) 

 𝑎 
2

𝑠𝑖𝑛 𝛽
−

 𝑎 
2

𝑠𝑖𝑛 𝛾

 

𝐴𝑌 = 𝑏 −
 𝑎 

2
𝑐𝑜𝑠 𝛾  から、

 𝐷𝑌 

𝐴𝑌
=

 
 𝑎 
2

𝑠𝑖𝑛 𝛾 

𝑏 −
 𝑎 
2 𝑐𝑜𝑠 𝛾

 

① ，②式について下図に基づき、𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛽， 𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛽 = 𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝛾， 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛾 = 𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛼、 

𝑎 − 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝛾 = 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛽， 𝑏 − 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝛾， 𝑐 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝛽 = 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝛼  を使って変形する。 

① 式分母について、 

 
 𝑏 
2
･ (𝑐 −

 𝑎 
2

𝑐𝑜𝑠 𝛽) 

 𝑎 
2

𝑠𝑖𝑛 𝛽
−

 𝑎 

2
𝑠𝑖𝑛 𝛾 =

 2𝑏𝑐 − 𝑎𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑎2 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝛾 

2𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛽
 

=
 2𝑐 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛾 

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
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=
 𝑐 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛾 

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
=

 𝑐 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑐 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
=

 𝑐 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
=

𝑐𝑜𝑠 𝛼 (𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑏 ) 

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
 

① 式分子について、 

 𝑏 

2
−

 𝑎 

2
𝑐𝑜𝑠 𝛾 =

 1 

2
(𝑏 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝛾 ) =

 1 

2
𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

② 式分母について、 

𝑏 −
 𝑎 

2
𝑐𝑜𝑠 𝛾 =

 1 

2
(𝑏 + 𝑏 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝛾 ) =

 1 

2
(𝑏 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ) 

 以上を整理すると、 

 𝑌𝐸 

𝑃𝑌
=

 1 
2

𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼

 
𝑐𝑜𝑠 𝛼 (𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑏 ) 

2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
 

=
𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛼

  𝑏 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼   
，

 𝐷𝑌 

𝐴𝑌
=

 
 𝑎 
2

𝑠𝑖𝑛 𝛾 

 
 1 
2

(𝑏 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ) 
=

 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛾 

 𝑏 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼 
=

 𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛼 

 𝑏 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛼 
 

よって、
 𝑌𝐸 

𝑃𝑌
=

 𝑌𝐷 

𝐴𝑌
 が示された。従って ⊿𝑃𝐸𝑌と⊿𝐴𝐸𝑄は相似である。 

以上より、∠ＡＱＥ＝は直角であるから、ＡＤとＰＥは垂直に交わることが証明された。 

 

 

「２０２１年本選第２問」が難しく、解くのにかなり時間を要した。 

点Ａ，Ｐの延長線と外接円の交点をＲとすると、∠𝐵𝑃𝑅 は、その外角の和 ∠𝐵𝐴𝑅 + ∠𝐴𝐵𝐺 に等しいから、 

∠𝐵𝑃𝑅 = ∠𝐵𝐴𝑅 + ∠𝐴𝐵𝐺，∠𝐴𝐵𝐺 = ∠𝐴𝑅𝐺 = ∠𝐴𝑄𝐺 だから、∠𝐵𝑃𝑅 = ∠𝐵𝐴𝑅 + ∠𝐴𝑄𝐺 

同様に ∠𝐶𝑃𝑅 は、その外角の和 ∠𝐶𝐴𝑅 + ∠𝐴𝐶𝐹 に等しいから、 

∠𝐶𝑃𝑅 = ∠𝐶𝐴𝑅 + ∠𝐴𝐶𝐹，∠𝐴𝐶𝐹 = ∠𝐴𝑅𝐹 = ∠𝐴𝑄𝐹 だから、∠𝐶𝑃𝑅 = ∠𝐶𝐴𝑅 + ∠𝐴𝑄𝐹 

∠𝐵𝑃𝑅 + ∠𝐶𝑃𝑅 = ∠𝐵𝑃𝐶，∠𝐵𝐴𝑅 + ∠𝐶𝐴𝑅 = ∠𝐵𝐴𝐶， 

∠𝐴𝑄𝐹 + ∠𝐴𝑄𝐺 = ∠𝐸𝑄𝐷 から、∠𝐵𝑃𝐶 = ∠𝐵𝑃𝑅 + ∠𝐶𝑃𝑅 

= (∠𝐵𝐴𝑅 + ∠𝐴𝑄𝐺) + (∠𝐶𝐴𝑅 + ∠𝐴𝑄𝐹) 

= (∠𝐵𝐴𝑅 + ∠𝐶𝐴𝑅) + (∠𝐴𝑄𝐹 + ∠𝐴𝑄𝐺) 

  = ∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐸𝑄𝐷 というように、比較的簡単に 

 ∠𝐵𝑃𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐸𝑄𝐷 が示せるが、 

直線 𝐵𝑃 と𝑄𝐸 の延長線と、直線 𝐶𝑃 と𝑄𝐷 の 

延長線がそれぞれ外接円の同一の点で交わる 

ことの証明が難しく、今回の解答にたどり着く 

までに相当の時間を要した。 

（２０２４．０１．１６） 
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