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１９９７年 第７回 日本数学オリンピック本選（第４問） 

 

 

 

１４８「日本数学オリンピック問題を解いてみた（１６）」 

 

ここまで、日本数学オリンピック本選問題について、主に幾何学問題を中心に第１回から順に解いて

きたが、中に何問か解けない問題がありそのままになっていた。 

今回から、そうした問題に再挑戦した結果を書いていく。 

 

 

 

 

 

 

 『平面上』にある４つの点から最短距離にある点を求めるのは易しい。 

図１のように４点を頂点とする四角形の対角線の交点Ｐである。 

三角形において、２辺の和は他の１辺より大きいので、 

ＡＰ＋ＰＣ＋ＢＰ＋ＰＤ＜ＡＱ＋ＱＣ＋ＢＱ＋ＱＤである。 

 ３点の場合はフェルマーの問題で、その点をＦとすると、 

ＡＦ＋ＢＦ＋ＣＦが最小となる点がフェルマー点である。 

フェルマー点は、図２のとおり３辺に対して成す角度が 

１２０°となる点である。(∠AFB＝∠BFC＝∠CFA＝120°） 

 幾何学的には、各辺を一辺とする正三角形の頂点と 

対向する頂点を結ぶ直線の交点として与えられる。 

この問題は、３地域に電力を送る場合、どの位置に 

変電所を置けば送電線の距離を最も短くできるか？ 

といった問題に適用できる。 

「１１４ エルデシュ・モーデル定理の新しい証明」では、 

フェルマー点の位置を三角形の３辺で表す式を示した。 

 フェルマー点が、三角形の３辺に対して成す角度が 

１２０°の点であることの証明を後述する。 

 さて、この問題はフェルマー点の問題を２次元から３次元に拡張 

したものである。 

図３に示すように、空間内の４点をＡ，Ｂ，Ｃ，Ｄとする。 

Ｘ０をＡＸ０＋ＢＸ０＋ＣＸ０＋ＤＸ０が最小となる点とする。 

ＡＢＣＤを頂点とする四面体を考え、３点Ａ，Ｂ，Ｃは同一平面上にあるものとする。（空間内の３点

は、一つの平面を形成するので３点が同一平面にあるとしても一般性を失うことはない） 

図３において、𝐴𝐵 = 𝑎，𝐵𝐶 = 𝑏，𝐶𝐴 = 𝑐，𝐷𝐴 = 𝑑，𝐷𝐵 = 𝑒，𝐷𝐶 = 𝑓，A𝑋0 = 𝑘，B𝑋0 = 𝑙， 

C𝑋0 = 𝑚，D𝑋0 = 𝑛 とする。点Ｘ０ の周りにできる６つの角のうち対向する角は、 
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∠𝐴𝑋0𝐵 ⇔ ∠𝐶𝑋0𝐷，∠𝐵𝑋0𝐶 ⟺ ∠𝐴𝑋0𝐷， 

∠𝐶𝑋0𝐴 ⟺ ∠𝐵𝑋0𝐷 である。 

問題は、𝑘 + 𝑙 + 𝑚 + 𝑛  が 𝑋0 で最小にな 

るとき、対向する角度 ∠𝐴𝑋0𝐵 と ∠𝐶𝑋0𝐷 が等 

しいことを証明する問題である。 

同様に対向する角度、∠𝐵𝑋0𝐶 = ∠𝐴𝑋0𝐷， 

∠𝐶𝑋0𝐴 = ∠𝐵𝑋0𝐷 が成り立つことも証明できる。 

四面体内にできた ⊿𝐶𝑋0𝐷 を 𝑋0 を支点とし 

て、𝐴𝑋0𝐵 と同一平面になるように回転させ 

る。次に、Ｘ０近傍の点Ｙ０をとり、 

A𝑌0 + B𝑌0 + C𝑌0 + D𝑌0 = 𝑘′ + 𝑙′ + 𝑚′ + 𝑛′ とし 

て、四面体内にできた ⊿𝐶𝑌0𝐷 を 𝑌0 を支点と 

して、⊿𝐴𝑌0𝐵 と同一平面になるように回転さ 

せる。それぞれ２つの三角形が対向した平面図形の面は一致しないが、どちらかの図形をさらに回転さ 

せ、同一平面にすると図４のようになる。 

長さを比較する上で図形を回転させても長さの大小 

関係は変わらない。 

図４において、⊿𝐴𝑋0𝐵と⊿𝐴𝑌0𝐵 及び⊿𝐶𝑋0𝐷と⊿𝐶𝑌0𝐷  

の関係は、図１に示すのと同様であり、𝑘 + 𝑛 < 𝑘′ + 𝑛′， 

 𝑙 + 𝑚 < 𝑙′ + 𝑚′ である。両辺を加えれば、 

𝑘 + 𝑙 + 𝑚 + 𝑛 < 𝑘′ + 𝑙′ + 𝑚′ + 𝑛′が成り立つ。従って、 

𝑘 + 𝑙 + 𝑚 + 𝑛 が最小のとき、対向する角度は等しい。 

（証明終わり） 

 

  

図５において、三角形ＡＢＣのフェルマー点Ｆは、前記のとおりＦの周りの角がすべて１２０°にな 

るように各頂点を結んだものである。 

これをベクトルで表すと、 

𝐹𝐴

|𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
+

𝐹𝐵

|𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
+

𝐹𝐶

|𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
= 0，

𝐹𝐴

|𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
= 𝑒𝐴⃗⃗  ⃗，

𝐹𝐵

|𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
= 𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ，

𝐹𝐶

|𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
= 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗  

とおくと、𝑒𝐴⃗⃗  ⃗，𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ，𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗  は大きさが１の単位ベクトルである。 

従って、𝑒𝐴⃗⃗  ⃗ + 𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0，|𝑒𝐴⃗⃗  ⃗| = |𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ | = |𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ | = 1 である。 

𝑒𝐴⃗⃗  ⃗ = −𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ − 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗  として両辺のベクトルの大きさを二乗して、|𝑒𝐴⃗⃗  ⃗|2 = |−𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ − 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ |
2 = |𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ |

2 + |𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ |
2 + 2𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗   、 

12 = 12 + 12 + 2𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗   より、𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ = −
 1 

2
，内積の定義から、|𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ||𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ | 𝑐𝑜𝑠(∠𝐵𝐹𝐶) = −

 1 

2
、 

よって、𝑐𝑜𝑠(∠𝐵𝐹𝐶) = −
 1 

2
 から  ∠𝐵F𝐶 = 120°が得られる。 

他の角も同様に計算すれば、∠𝐴F𝐵 = ∠𝐵F𝐶 = ∠𝐶F𝐴 = 120°が導かれる。 

X0 Y0

k

n

m

l

A

D

C

Ba

f

k'

n'm'

l'

図４ 

A

CB

F

図５ 

図３ 

X0 

A 

B 

D 

C 

d 

a 
c 

b 

e 

m 

f n 

l 

k 



3 

 同様の計算を３次元で行うと、 

𝐹𝐴

|𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
+

𝐹𝐵

|𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
+

𝐹𝐶

|𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
+

𝐹𝐷

|𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
= 0，

𝐹𝐴

|𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
= 𝑒𝐴⃗⃗  ⃗，

𝐹𝐵

|𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
= 𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ，

𝐹𝐶

|𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
= 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ ，

𝐹𝐷

|𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗|

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗
= 𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗  

とおくと、𝑒𝐴⃗⃗  ⃗，𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ，𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ ，𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗   は大きさが１の単位ベクトルである。 

従って、𝑒𝐴⃗⃗  ⃗ + 𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ = 0，|𝑒𝐴⃗⃗  ⃗| = |𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ | = |𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ | = |𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ | = 1 である。 

𝑒𝐴⃗⃗  ⃗ + 𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ = −𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ − 𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗   として両辺のベクトルの大きさを二乗して、|𝑒𝐴⃗⃗  ⃗ + 𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ |
2 = |−𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ − 𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ |

2， 

|𝑒𝐴⃗⃗  ⃗|2 + |𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ |
2 + 2𝑒𝐴⃗⃗  ⃗･𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ = |𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ |

2 + |𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ |
2 + 2𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗   、 

12 + 12 + 2𝑒𝐴⃗⃗  ⃗･𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ = 12 + 12 + 2𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗   から、𝑒𝐴⃗⃗  ⃗･𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ = 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗    

同様に、𝑒𝐴⃗⃗  ⃗･𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ = 𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ = 𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗   である。 

また、𝑒𝐴⃗⃗  ⃗ = −𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ − 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ − 𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗   としての両辺のベクトルの大きさを二乗して、|𝑒𝐴⃗⃗  ⃗|2 = |−𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ − 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ − 𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ |
2，

|𝑒𝐴⃗⃗  ⃗|2 = |𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ |
2+|𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ |

2 + |𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ |
2 + 2𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ + 2𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ + 2𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗   より、 

12 = 12 + 12 + 12 + 2(𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ + 𝑒𝐶⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝑒𝐷⃗⃗⃗⃗ ･𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ) = 3 + 2･3 𝑒𝐴⃗⃗  ⃗･𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ ， 

𝑒𝐴⃗⃗  ⃗･𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ = −
 1 

3
， 内積の定義から、|𝑒𝐴⃗⃗  ⃗||𝑒𝐵⃗⃗⃗⃗ | 𝑐𝑜𝑠(∠𝐴𝐹𝐵) = −

 1 

3
、 𝑐𝑜𝑠(∠𝐴𝐹𝐵) = −

 1 

3
 から 

∠𝐵F𝐶 ≅ 109.5が得られる。他の角も同様に計算すれば、∠𝐴F𝐵 = ∠𝐵F𝐷 = ∠𝐷F𝐶 = ∠𝐴F𝐵 = ∠𝐶F𝐴 

= ∠𝐵F𝐶 ≅ 109.5°が得られる。（以上、飛田 泰雅氏の投稿を引用） 

 

 以下、具体的な数値を入れて計算した例を示す。 

Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ４点の３次元座標を表１(a)，表１(b)に示す。 

表１(a)の X0は AX０+BX０+CX０+DX０が最小となる点の座標（飛田 泰雅氏の算出による）（図３に示す） 

表１(b)の Y0はＡ，Ｂ，Ｃ，Ｄ４点の平均（ＡＢの中点とＣＤの中点を結んだ線の中点とした。これは、 

AY０+BY０+CY０+DY０が最小値に近いと予想したことによる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表１(a) 表１(b) 

表２(a) 表２(b) 

X Y Z
A 3 -1.9 0
B 0 2.8 0
C -3 -1.5 0
D -0.1 -0.3 3
X0 -0.093 -0.163 1.136

X Y Z
A 3 -1.9 0
B 0 2.8 0
C -3 -1.5 0
D -0.1 -0.3 3
Y0 -0.025 -0.225 0.75

AX0(k) 3.73 ∠AX0B 107.6°
BX0(l) 3.18 ∠AX0C 115.2°

 CX0(m) 3.40 ∠AX0D 105.8°
 DX0(n) 1.87 ∠BX0C 105.8°
AB(a) 5.58 ∠BX0D 115.2°
BC(b) 5.24 ∠CX0D 107.6°

AC(c) 6.01
AD(d) 4.60
BD(e) 4.32
CD(f) 4.34

AY0(k) 3.54 ∠AY0B 113.7°
BY0(l) 3.12 ∠AY0C 122.4°

 CY0(m) 3.32 ∠AY0D 103.0°
 DY0(n) 2.25 ∠BY0C 109.0°
AB(a) 5.58 ∠BY0D 105.8°
BC(b) 5.24 ∠CY0D 100.5°

AC(c) 6.01
AD(d) 4.60
BD(e) 4.32
CD(f) 4.34
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 以上のデータをもとに計算したところ、 

A𝑋0 + B𝑋0 + C𝑋0 + D𝑋0 = 3.73 + 3.18 + 3.40 + 1.87 = 12.18 

A𝑌0 + B𝑌0 +  C𝑌0 +  D𝑌0  = 3.54 + 3.12 + 3.32 + 2.25 = 12.23  という結果となり、 

A𝑋0 + B𝑋0 + C𝑋0 + D𝑋0 < A𝑌0 + B𝑌0 +  C𝑌0 +  D𝑌0 が確認された。 

また、表２(a)(b)で分かるように、点 𝑋0 の周りの角度は、 

∠𝐴𝑋0𝐵 = ∠𝐶𝑋0𝐷 = 107.6°，∠𝐴𝑋0𝐶 = ∠𝐵𝑋0𝐷 = 115.2°，∠𝐴𝑋0𝐷 = ∠𝐵𝑋0𝐶 = 105.8° 

となり、対向する角度はそれぞれ一致している。 

それら６つの角度の合計は、(107.6°+ 115.2°+ 105.8°) × 2 = 657.2°(平均 109.53°) 

となり、平均値は𝑐𝑜𝑠 𝜃 = −
 1 

3
を満たす 𝜃 = 109.47･･･°に非常に近い値となっている。 

一方、点 𝑌0 の周りの角度は、 

∠𝐴𝑌0𝐵 = 113.7°∠𝐶𝑌0𝐷 = 100.5°∠𝐴𝑌0𝐶 = 122.4°∠𝐵𝑌0𝐷 = 105.8° 

∠𝐴𝑌0𝐷 = 103.0°∠𝐵𝑌0𝐶 = 109.0°となり、対向する角度は一致しない。 

それら６つの角度の合計は、 

113.7°+ 100.5°+ 122.4°+ 105.8°+ 103.0°+ 109.0° 

= 654.4°(平均 109.07°) となり、109.47°から少し離れた値である。 

 以上の計算に基づき、図４に準ずる図を描くと図６のようになった。 

 

 

次に、平面におけるフェルマー点について、三角関数による証明を示す。 

図７に示す三角形において、ＡＦ＋ＢＦ＋ＣＦが最小となる点Ｆが 

フェルマー点である。 

図７のとおり、三辺をａ，ｂ，ｃ、三角をα，β，γ、 

∠ＣＡＦ＝α1，∠ＡＢＦ＝β1，∠ＢＣＦ＝γ1， 

ＡＦ＝ｋ，ＢＦ＝ｌ，ＣＦ＝ｍとする。 

 

正弦定理より、以下の①～⑥が成り立つ。 

⊿ＡＢＦにおいて、 

𝑘 =
𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛽1

𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1)
，𝑙 =

𝑐 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1)

𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1)
 

⊿ＡＣＦにおいて、 

𝑘 =
𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝛾1)

𝑠𝑖𝑛(𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1)
，𝑚 =

𝑏 𝑠𝑖𝑛𝛼1

𝑠𝑖𝑛(𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1)
 

⊿ＢＣＦにおいて、 

𝑙 =
𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛾1

𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1)
，𝑚 =

𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛽1)

𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1)
 

① ～⑥の左辺、右辺をそれぞれ加えると、 

･････････ ①② 

･････････ ③④ 

･････････ ⑤⑥ 

A

D

C

B

X0Y0

図６ 

m 

k 

l 

図７ 
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2(𝑘 + 𝑙 + 𝑚) =
𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛾1

𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1)
+

𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛽1)

𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1)
+

𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝛾1)

𝑠𝑖𝑛(𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1)
+

𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝛼1

𝑠𝑖𝑛(𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1)
 

+
𝑐 𝑠𝑖𝑛𝛽1

𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1)
+

𝑐 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1)

𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1)
 

= 𝑎
2𝑠𝑖𝑛

 𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1 

2 𝑐𝑜𝑠
−𝛽 + 𝛽1 + 𝛾1 

2

 2𝑠𝑖𝑛
 𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1 

2 𝑐𝑜𝑠
𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1 

2  
+ 𝑏

2 𝑠𝑖𝑛
 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2 𝑐𝑜𝑠
𝛼1 − 𝛾 + 𝛾1

2

 2𝑠𝑖𝑛
 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2 𝑐𝑜𝑠
𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2  
+ 𝑐

2𝑠𝑖𝑛
 𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2 𝑐𝑜𝑠
−𝛼 + 𝛼1 + 𝛽1

2

 2𝑠𝑖𝑛
 𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2 𝑐𝑜𝑠
𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2  
 

= 𝑎
 𝑐𝑜𝑠

−𝛽 + 𝛽1 + 𝛾1 
2

 

 𝑐𝑜𝑠
𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1 

2
 

+ 𝑏
𝑐𝑜𝑠

𝛼1 − 𝛾 + 𝛾1
2

 𝑐𝑜𝑠
𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
 
+ 𝑐

𝑐𝑜𝑠
−𝛼 + 𝛼1 + 𝛽1

2

 𝑐𝑜𝑠
𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
 
 

 以上より、𝑘 + 𝑙 + 𝑚 は 𝛼1，𝛽1，𝛾1 の関数で表される。それを 𝐹( 𝛼1，𝛽1，𝛾1) とすると、 

2(𝑘 + 𝑙 + 𝑚) = 𝐹( 𝛼1，𝛽1，𝛾1) = 𝑎
 𝑐𝑜𝑠

−𝛽 + 𝛽1 + 𝛾1 
2

 

 𝑐𝑜𝑠
𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1 

2
 

+ 𝑏
𝑐𝑜𝑠

𝛼1 − 𝛾 + 𝛾1
2

 𝑐𝑜𝑠
𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
 
+ 𝑐

𝑐𝑜𝑠
−𝛼 + 𝛼1 + 𝛽1

2

 𝑐𝑜𝑠
𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
 
 

⑦式を 𝛼1，𝛽1，𝛾1 で偏微分すると、 

𝜕𝐹

𝜕𝛼1
= 𝑏

𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝛾1)

 𝑐𝑜𝑠2  𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1
2

 
− 𝑐

𝑠𝑖𝑛 𝛽1

  𝑐𝑜𝑠2 −𝛼 + 𝛼1 − 𝛽1
2

 
，

𝜕𝐹

𝜕𝛽1
= 𝑐

𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1)

 𝑐𝑜𝑠2  𝛼1 − 𝛼 − 𝛽1
2

 
− 𝑎

𝑠𝑖𝑛 𝛾1

  𝑐𝑜𝑠2 −𝛽1 + 𝛽 + 𝛾1
2

 
 

𝜕𝐹

𝜕𝛾1
= 𝑎

𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛽1)

 𝑐𝑜𝑠2  −𝛽1 + 𝛽 + 𝛾1
2

 
− 𝑏

𝑠𝑖𝑛 𝛼1

  𝑐𝑜𝑠2 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1
2

 
 

𝜕𝐹

𝜕𝛼1
= 0，

𝜕𝐹

𝜕𝛽1
= 0，

𝜕𝐹

𝜕𝛾1
= 0 とおいて、 

𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝛾1) 𝑐𝑜𝑠2
 𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
= 𝑐 𝑠𝑖𝑛𝛽1 𝑐𝑜𝑠2

 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
  

𝑐 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1) 𝑐𝑜𝑠2
−𝛽1 + 𝛽 + 𝛾1

2
 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛾1 𝑐𝑜𝑠2

 𝛼1 − 𝛼 − 𝛽1

2
  

𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛽1) 𝑐𝑜𝑠2
𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
=𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝛼1 𝑐𝑜𝑠2

 −𝛽1 + 𝛽 + 𝛾1

2
  

① ③より、 

𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛽1

𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1)
=

𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝛾1)

𝑠𝑖𝑛(𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1)
 から、𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛽1 𝑠𝑖𝑛(𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1) = 𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝛾1) 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1) 

これを⑧の両辺に掛けて整理すると、 

𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝛾1) 𝑐𝑜𝑠2
 𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
･𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛽1 𝑠𝑖𝑛(𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1) = 𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛽1 𝑐𝑜𝑠2

 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
 ･𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝛾1) 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1) 

 𝑐𝑜𝑠2
 𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
･ 𝑠𝑖𝑛(𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1) = 𝑐𝑜𝑠2

 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
 ･ 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1) 

𝑐𝑜𝑠2
 𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
･2 𝑠𝑖𝑛

 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
𝑐𝑜𝑠

 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
= 𝑐𝑜𝑠2

 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
 ･2 𝑠𝑖𝑛

  𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
𝑐𝑜𝑠

  𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
 

･････⑦ 

･･･････････････ ⑧ 

･･･････････････ ⑩ 

･･･････････････ ⑨ 
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𝑐𝑜𝑠
 𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
･ 𝑠𝑖𝑛

 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
= 𝑐𝑜𝑠

 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
 ･ 𝑠𝑖𝑛

  𝛼 − 𝛼1 ; 𝛽1

2
 

𝑡𝑎𝑛
 𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1

2
= 𝑡𝑎𝑛

 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1

2
  

𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1 ≤
 𝜋 

2
，𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1 ≤

 𝜋 

2
 だから、𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1 = 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1 である。 

よって、𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1 = 𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1 であるから、∠𝐴𝐵𝐹 + ∠𝐵𝐴𝐹 = ∠𝐴𝐶𝐹 + ∠𝐶𝐴𝐹 

同様に、②⑤と⑨より、𝛼 − 𝛼1 + 𝛽1 = 𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1，④⑥と⑩より、𝛼1 + 𝛾 − 𝛾1 = 𝛽 − 𝛽1 + 𝛾1 

以上から、∠𝐴𝐵𝐹 + ∠𝐵𝐴𝐹 = ∠𝐵𝐶𝐹 + ∠𝐶𝐵𝐹 = ∠𝐴𝐶𝐹 + ∠𝐶𝐴𝐹 が導かれた。 

従って、∠𝐴𝐹𝐵 = ∠𝐵𝐹𝐶 = ∠𝐴𝐹𝐶 =
   360°

3
= 120° （証明終わり） 

少し複雑な計算となったが、きっちり１２０°が数値として導かれた。 

 

 それでは、空間内の４つの点からの距離の合計が最も小さくなる点はどのように求められるだろう

か？ 

４点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄの３次元座標をＡ(𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑧)，Ｂ(𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧)，Ｃ(𝐶𝑥, 𝐶𝑦, 𝐶𝑧)，Ｄ(𝐷𝑥, 𝐷𝑦, 𝐷𝑧) ， 

とし、４点からの距離の和が最小となる点をＦ(𝑥, 𝑦, 𝑧) とすると、 

 AF + BF + CF + DF = √(𝐴𝑥 − 𝑥)2 + (𝐴𝑦 − 𝑦)
2
+ (𝐴𝑧 − 𝑧)2 + √(𝐵𝑥 − 𝑥)2 + (𝐵𝑦 − 𝑦)

2
+ (𝐵𝑧 − 𝑧)2 

                                +√(𝐶𝑥 − 𝑥)2 + (𝐶𝑦 − 𝑦)
2
+ (𝐶𝑧 − 𝑧)2 + √(𝐷𝑥 − 𝑥)2 + (𝐷𝑦 − 𝑦)

2
+ (𝐷𝑧 − 𝑧)2 

の最小値を求めればよい。 

計算を簡単にするため、「１２５ 四面体」で述べたように、配置の条件として、 

①頂点ＤはＺ軸上に一致させる 

②辺ＢＣはＸ軸に平行にする 

③⊿ＡＢＣはＸＹ平面上とする 

のように、ある面をＸＹ平面に一致させ、うち１辺をＸ軸と平行にし、そのときの頂点ＤをＸ，Ｙ軸

の交点に配置することは、どのような四面体についても可能であり、この３つの配置上の条件は特別な

ものではなく一般性は失われない。この条件により、𝐴𝑧 = 0，𝐵𝑧 = 0，𝐶𝑧 = 0，𝐵𝑦 = 𝐶𝑦，𝐷𝑥 = 𝐷𝑦 = 0 

とすることができ、 

 AF + BF + CF + DF = √(𝐴𝑥 − 𝑥)2 + (𝐴𝑦 − 𝑦)
2
+ 𝑧2 + √(𝐵𝑥 − 𝑥)2 + (𝐵𝑦 − 𝑦)

2
+ 𝑧2 

+√(𝐶𝑥 − 𝑥)2 + (𝐵𝑦 − 𝑦)
2
+ 𝑧2 + √𝑥2 + 𝑦2 + (𝐷𝑧 − 𝑧)2 

と式が簡略化される。それでもこの式の値を最小にする (𝑥, 𝑦, 𝑧) を求めるのは難しい。 

 

 そこで、４点からの距離の和が最小となる点Ｆ(𝑥, 𝑦, 𝑧) においては、「３組の対向する角度はそれぞれ

一致する」という特性を用いて、その点を求める方法を考えた。 
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 図８に示すとおり、四面体の１辺ＡＣとＦを結ぶ角∠ＡＦＣ、対向する辺ＢＤとＦを結ぶ角∠ＢＦＤ

が等しくなるように２つの球の位置及び半径を決める。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 四面体内部で 109.47°の円周角（球面角） 

となる球の中心は、９図に示すように辺ＡＣの中心 

から垂直に
 𝐴𝐶 

2
𝑡𝑎𝑛 [𝑐𝑜𝑠−1 (−

1

 3 
) −

 𝜋 

2
]  の距離で、 

球の中心を通る直線と、辺ＢＤが垂直に交差する面上に位置する。 

球の半径は、辺ＡＣの
 1 

2
を 𝑠𝑖𝑛 [𝑐𝑜𝑠−1 (−

1

 3 
)]  で割った 

√(𝐴𝑥 − 𝐶𝑥)2 + (𝐴𝑦 − 𝐶𝑦)
2
+ (𝐴𝑧 − 𝐶𝑧)2

2 𝑠𝑖𝑛 [𝑐𝑜𝑠−1 (−
1
 3 )

]
 である。 

 辺ＢＤについても同じ条件で球を形成する。２つの球の交点だけでは求めるＦ点は決まらないので、

もう１つ球が必要になる。 

 

 以下、点Ｆ(𝑥, 𝑦, 𝑧) を求める計算式を掲げる。 

４点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄの３次元座標をＡ(𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑧)，Ｂ(𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧)，Ｃ(𝐶𝑥, 𝐶𝑦, 𝐶𝑧)，Ｄ(𝐷𝑥, 𝐷𝑦, 𝐷𝑧) とすると、

◆１－① 辺ＡCに対する球の中心座標 

𝑡𝑎𝑛 [𝑐𝑜𝑠−1 (−
1

 3 
) −

 𝜋 

2
] =

1

 2√2  
， 𝑠𝑖𝑛 [𝑐𝑜𝑠−1 (−

1

 3 
)] =

 2√2 

 3  
 であるから、それで書き直すと、 

Ｘ座標（𝑥𝑎𝑐） 

𝐴𝑥 + 𝐶𝑥

2
−

√(𝐴𝑥 − 𝐶𝑥)2 + (𝐴𝑦 − 𝐶𝑦)
2
+ (𝐴𝑧 − 𝐶𝑧)2

4√2
･ 𝑐𝑜𝑠 [𝑡𝑎𝑛−1 (−

 𝐴𝑥 − 𝐶𝑥  

𝐴𝑦 − 𝐶𝑦

)]  

Ｙ座標（𝑦𝑎𝑐） 

図８ 

A 

B 

D 

F 

C 

B

C

A

D

球の中心

図９ 

F 
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𝐴𝑦 + 𝐶𝑦

2
−

√(𝐴𝑥 − 𝐶𝑥)2 + (𝐴𝑦 − 𝐶𝑦)
2
+ (𝐴𝑧 − 𝐶𝑧)2

4√2
･ 𝑠𝑖𝑛 [𝑡𝑎𝑛−1 (−

 𝐴𝑥 − 𝐶𝑥  

𝐴𝑦 − 𝐶𝑦

)]  

Ｚ座標（𝑧𝑎𝑐） ＝０ 

◆１－② 球の半径 

𝑅𝑎𝑐 =
√(𝐴𝑥 − 𝐶𝑥)2 + (𝐴𝑦 − 𝐶𝑦)

2
+ (𝐴𝑧 − 𝐶𝑧)2

 4√2 
3

 

 

◆２－① 辺ＢＤに対する球の中心座標 

 Ｘ座標（𝑥𝑏𝑑） 

𝐵𝑥 + 𝐷𝑥

2
−

√(𝐵𝑥 − 𝐷𝑥)
2 + (𝐵𝑦 − 𝐷𝑦)

2
+ (𝐵𝑧 − 𝐷𝑧)

2

4√2
･ 𝑠𝑖𝑛 [𝑡𝑎𝑛−1 (−

 𝐵𝑦 − 𝐷𝑦  

𝐵𝑥 − 𝐷𝑥

)]･ 𝑐𝑜𝑠

[
 
 
 

𝑡𝑎𝑛−1

(

 −
√(𝐵𝑥 − 𝐷𝑥)

2 + (𝐵𝑦 − 𝐷𝑦)
2

𝐷𝑧

)

 

]
 
 
 

 

 Ｙ座標（𝑦𝑏𝑑） 

𝐵𝑦 + 𝐷𝑦

2
−

√(𝐵𝑥 − 𝐷𝑥)
2 + (𝐵𝑦 − 𝐷𝑦)

2
+ (𝐵𝑧 − 𝐷𝑧)

2

4√2
･ 𝑐𝑜𝑠 [𝑡𝑎𝑛−1 (−

 𝐵𝑦 − 𝐷𝑦  

𝐵𝑥 − 𝐷𝑥

)] ･ 𝑐𝑜𝑠

[
 
 
 

𝑡𝑎𝑛−1

(

 −
√(𝐵𝑥 − 𝐷𝑥)

2 + (𝐵𝑦 − 𝐷𝑦)
2

𝐷𝑧

)

 

]
 
 
 

 

 Ｚ座標（𝑧𝑏𝑑） 

𝐵𝑧 + 𝐷𝑧

2
−

√(𝐵𝑥 − 𝐷𝑥)
2 + (𝐵𝑦 − 𝐷𝑦)

2
+ (𝐵𝑧 − 𝐷𝑧)

2

2
･ 𝑡𝑎𝑛 [𝑐𝑜𝑠−1 (−

1

 3 
) −

 𝜋 

2
]･ 

𝑅𝑏𝑑 = 𝑠𝑖𝑛

[
 
 
 

𝑡𝑎𝑛−1

(

 −
√(𝐵𝑥 − 𝐷𝑥)

2 + (𝐵𝑦 − 𝐷𝑦)
2

𝐷𝑧

)

 

]
 
 
 

 

◆２－② 球の半径 

𝑅𝑏𝑑 =
√(𝐵𝑥 − 𝐷𝑥)

2 + (𝐵𝑦 − 𝐷𝑦)
2
+ (𝐵𝑧 − 𝐷𝑧)

2

 4√2 
3

 

 

以上の計算で得られた (𝑥𝑎𝑐，𝑦𝑎𝑐，𝑧𝑎𝑐)，(𝑥𝑏𝑑，𝑦𝑏𝑑，𝑧𝑏𝑑)，𝑅𝑎𝑐 ，𝑅𝑏𝑑、及びもう１つの球（第３の球）

の諸元を次式 

(𝑥 − 𝑥𝑎𝑐)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑎𝑐)

2 + (𝑧 − 𝑧𝑎𝑐)
2 = 𝑅𝑎𝑐

2 

(𝑥 − 𝑥𝑏𝑑)2 + (𝑦 − 𝑦𝑏𝑑)2 + (𝑧 − 𝑧𝑏𝑑)2 = 𝑅𝑏𝑑
2 

(𝑥 − 𝑥××)2 + (𝑦 − 𝑦××)2 + (𝑧 − 𝑧××)2 = 𝑅××
2 

に入れ、求められた点(𝑥，𝑦，𝑧) がＦ点である。 

 

上式でシミュレーションしたところ、得られる解は全て虚数解のみで、３つの球の式を同時に満たす

実数解は存在しないことが判明した。 
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そこで、辺ＡＢ，ＡＣ，ＢＣまたは、辺ＡＤ，ＢＤ，ＣＤによって形成される３つの球の交点として

求めたところ実数解が得られたので、どちらかの点がＦ(𝑥, 𝑦, 𝑧) であると想定される。 

 

前記、表１(a)に示した飛田 泰雅氏の例を用いて、具体的な数値を入れて計算した結果を記す。 

 

 

 

 

 

 

下記のとおり計算表を作成し、作成した式に基づき計算を行った 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 求められたＡＢ球，ＡＣ球 -----，ＣＤ球の座標を以下の式に入れ、方程式を解いた。 

表１(a) 

X Y Z
A 3 -1.9 0
B 0 2.8 0
C -3 -1.5 0
D -0.1 -0.3 3
X0 -0.093 -0.163 1.136

表３ 

① ② ③ ④ ⑤ ①-②③④⑤
Xab -1.5 2.6215 0.3536 0.8201 -2.2601
Yab 0.65 2.6215 0.3536 -0.5722 1.1803
Zab 0
Rab 2.7806
Xac 0 3.0067 0.3536 0.0665 -0.0707
Yac -1.7 3.0067 0.3536 -0.9978 -2.7607
Zac 0
Rac 3.1890
Xbc 1.5 2.7879 0.3536 0.8429 2.3309
Ybc 0.45 2.7879 0.3536 0.5380 0.9803
Zbc 0
Rbc 2.9570
Xad -1.55 2.1708 0.3536 0.6910 -0.9240 -2.0400
Yad -0.9 2.1708 0.3536 0.6910 -0.3824 -1.1028
Zad 1.5 2.1708 0.3536 -0.7229 2.0548
Rad 2.3025
Xbd -0.05 2.1575 0.3536 0.6952 -0.0322 -0.0671
Ybd 1.25 2.1575 0.3536 0.6952 0.9995 1.7801
Zbd 1.5 2.1575 0.3536 -0.7188 2.0483
Bbd 2.2884
Xcd 1.45 2.3005 0.3536 0.6520 0.8886 1.9213
Ycd -1.1 2.3005 0.3536 0.6520 -0.4586 -1.3432
Zcd 1.5 2.3005 0.3536 -0.7582 2.1167
Rcd 2.4401

AC球

AB球

CD球

AD球

BD球

BC球
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(𝑥 + 2.2601)2 + (𝑦 − 1.1803)2 + 𝑧2 = 2.78062 

(𝑥 + 0.0707)2 + (𝑦 + 2.7607)2 + 𝑧2 = 3.18902 

  (𝑥 − 2.3309)2 + (𝑦 − 0.9803)2 + 𝑧2 = 2.95702 

(𝑥 + 2.0400)2 + (𝑦 + 1.1028)2 + (𝑧 − 2.0548)2 = 2.30252 

(𝑥 + 0.0671)2 + (𝑦 − 1.7801)2 + (𝑧 − 2.0483)2 = 2.28842 

(𝑥 − 1.9213)2 + (𝑦 + 1.3432)2 + (𝑧 − 2.1167)2 = 2.44012 

 計算結果をまとめると表４、表５の通りである。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 飛田氏による AF+BF+CF+DFの数値 12.1639は数学ソフト Mathematicaで求めたものとされている。 

3つの球による私の計算結果は、ＡＢ，ＡＣ，ＢＣ球によるものが 12.2362、ＡＤ，ＢＤ，ＣＤ球によるものが

12.1775となり、後者の結果が飛田氏の結果に非常に近く、誤差 0.1％の精度だった。 

角度について、飛田氏の結果は対向する角度が一致しているのに対し、ＡＢ，ＡＣ，ＢＣ球による∠DFB

は大きく異なり、ＡＤ，ＢＤ，ＣＤ球の場合、それぞれ少しずつ異なっているので、最短距離の点を求める

一般式としては不完全なものと思われる。 

その理由は、対向する２つの球だけでは空間内の交点が決まらないこと、正四面体以外の一般の四面

体では、対向する角度は同じであっても、全てが 109.5°になるわけではないためと考えられる。 

 

２次元におけるフェルマー点の証明は、幾何学的には容易にでき理解しやすいが、代数的，解析的に

証明しようとすると複雑な計算になった。２次元の問題を３次元に拡張すると、難しさは格段に上がる。  

今回、代数的，解析的なアプローチを行ったが、空間におけるＦ点を求める一般式を導くことはでき

なかった。幾何学的な方法で画期的なものはないものだろうか？（２０２４．０２．１５） 

ＡＢ，ＡＣ，ＢＣ 

球の計算式 

ＡＤ，ＢＤ，ＣＤ 

球の計算式 

F　点 X座標 Y座標 Z座標 AF+BF+CF+DF

飛田氏の計算結果 -0.0933 -0.1631 1.1359 12.1639

AB,AC,BC球による計算結果 -0.1175 0.1013 1.4059 12.2362

AD,BD,CD球による計算結果 -0.0725 -0.3236 1.1475 12.1775

表５ 

表４ 

飛田氏 AB,AC,BC球 AD,BD,CD球
AB
BC
CA
DA
DB
DC
AF 3.3951 3.5846 3.3573
BF 3.1747 3.0452 3.3285
CF 3.7250 3.9624 3.6390
DF 1.8691 1.6439 1.8528

角度AFB 105.84 104.23 103.30
角度DFC 105.84 102.26 109.47
角度BFC 107.56 104.68 106.23
角度DFA 107.56 106.25 109.47
角度CFA 115.17 105.54 118.47
角度DFB 115.17 131.58 109.46

5.5758
6.0133
4.3417
4.3151
4.6011

5.2431


