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７１「創作関数」 

 

𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) と𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥)ではどちらが大きいだろうか？という問題にヒントを得て、いろいろ変わっ

た関数を考え、その特徴を探ってみようと思う。 

 ちなみにこの問題については、𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥)の符号を調べればよいから、 

𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 (𝑐𝑜𝑠 𝑥 +
𝜋

2
)

= 2 𝑐𝑜𝑠 (
𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 +

𝜋
2


2
)･ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 −
𝜋
2


2
) と変形して、 

𝑐𝑜𝑠 (
𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 +

𝜋
2 

2
)･ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 −
𝜋
2 

2
) の符号を調べる。 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = √2𝑠𝑖𝑛( 𝑥 +
𝜋

4
) ≦ √2， 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = √2 𝑠𝑖𝑛( 𝑥 −

𝜋

4
) ≦ √2 だから、 

𝑐𝑜𝑠の()内は、
𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 +

𝜋
2 

2
≦
√2 +

𝜋
2 

2
= 1.4925… ≦

𝜋

2
よって、 𝑐𝑜𝑠 (

𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 +
𝜋
2 

2
) ≧ 0 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 −
𝜋
2


2
≦
√2 −

𝜋
2


2
= −0.078… ，−

𝜋

2
≦ −0.078… ≦ 0よって、 𝑐𝑜𝑠 (

𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 −
𝜋
2


2
) ≧ 0 

以上から、𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) − 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥)の符号は常に正となるため、𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) > 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥)となることがわか

る。 

 

 ここからは、いろいろ組み合わせて関数を創ってみようと思う。 

１． 𝑦 = 𝑥𝑥，𝑦 = 𝑥−𝑥，𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝑥−𝑥，𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑥−𝑥 などの「𝑥𝑥」を含む一群の関数について 

 

（１） 𝑦 = 𝑥𝑥 

①の両辺の対数をとると、ln 𝑦 = 𝑥･ ln 𝑥  

②を微分して、
1

𝑦
𝑑𝑦 = (ln 𝑥 + 𝑥･

1

𝑥
)𝑑𝑥，

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 (ln 𝑥 + 𝑥･

1

𝑥
) = 𝑥𝑥(ln𝑥 + 1) 


𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0とおくと、𝑥 ≠ 0で𝑥𝑥 ≠ 0だから ln 𝑥 + 1 = 0， ln 𝑥 = −1より、𝑥 = 𝑒−1 =

1

𝑒
 

よって、𝑥 =
1

𝑒
(≒ 0.3679)のとき極大値あるいは極小値をとることがわかる。その値は、 

 ①に𝑥 =
1

𝑒
を入れて、y = 𝑥𝑥 = (

1

𝑒
)
(
1
𝑒
)
(≒ 0.6922)となる。 



2 

極大値か極小値かを確かめるために、
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑥(𝑙𝑛 𝑥 + 1)に

1

𝑒
の前後の値を入れてその符号をみる。 

例えば𝑥 =
1

2𝑒
を入れると、

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (

1

2𝑒
)
1
2𝑒 {𝑙𝑛(

1

2𝑒
) + 1} ，(

1

2𝑒
)
1
2𝑒 > 0， 𝑙𝑛(

1

2𝑒
) + 1 = − 𝑙𝑛 2 < 0 

だから
1

𝑒
より小さい値では

𝑑𝑦

𝑑𝑥
の符号は負、

1

𝑒
より大きい値、例えば𝑥 = 1を入れると

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 > 0 

となり
𝑑𝑦

𝑑𝑥
の符号は正なので、𝑥 =

1

𝑒
の場合は極小値であることがわかる。 

𝑥 = 0のとき、𝑥𝑥 = 𝑒𝑥𝑙𝑜𝑔𝑥と変形すると、𝑥 → 0のとき𝑥𝑙𝑜𝑔𝑥 → 0なので𝑥𝑥は限りなく１に近ずく。 

 ただし、𝑥 = 0の値は定義されないので不定である。 

さらに𝑥 < 0の場合について、 

まず負の整数の時、 

𝑥 = −1のとき(−1)(−1) =
1

(−1)1
= −1，𝑥 = −2のとき(−2)(−2) =

1

(−2)2
=
1

4
，𝑥 = −3のとき 

(−3)(−3) =
1

(−3)3
=

1

−27
となるから、𝑥が負の偶数の時(−𝑥)(−𝑥) =

1

𝑥𝑥
，𝑥が負の奇数の時 

(−𝑥)(−𝑥) = −
1

𝑥𝑥
となり、偶数と奇数で正負の値が逆転を繰り返す。 

 次に負の有理数の時、例えば、 

𝑥 = −
1

2
のとき、 (−

1

2
)
(−

1
2
)

=
1

(−
1
2 )

1
2

=
1

(−1)
1
2 

(2)
1
2

=
(2)

1
2 

(−1)
1
2

=
√2

𝑖
= −√2𝑖 

これは、
1

(−
1
2 )

1
2

=
1

(−1)
1
2 

(2)
1
2

のとき
1

(1)
1
2 

(−2)
1
2

とすることも可能なので、 =
(−2)

1
2 

(1)
1
2

=
√2𝑖

1
= √2𝑖 

従って、± √2𝑖という値を取りうる。 

𝑥 = −
1

𝑛
のとき、 (−

1

𝑛
)
(−

1
𝑛
)

=
1

(−
1
𝑛 )

1
𝑛

=
1

(−1)
1
𝑛 

(𝑛)
1
𝑛

=
(𝑛)

1
𝑛 

(−1)
1
𝑛

，− 1 = cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋 を用いて表すと 

(𝑛)
1
𝑛 

(−1)
1
𝑛

=
(𝑛)

1
𝑛 

(cos𝜋 + 𝑖 sin 𝜋)
1
𝑛

=
√𝑛
𝑛

cos
1
𝑛 𝜋 + 𝑖 sin

1
𝑛 𝜋

となり、分子の √𝑛
𝑛

は実数なので、分母によって決 

まり通常は複素数になる。 
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---------------------------------③ 

𝑥 = −
𝑚

𝑛
（𝑛，𝑚は整数で𝑛は𝑚を割り切らない）のとき、 (−

𝑚

𝑛
)
(−

𝑚
𝑛
)

=
1

(−
𝑚
𝑛 )

𝑚
𝑛

=
1

(−1)
𝑚
𝑛 (

𝑚
𝑛 )

𝑚
𝑛

 

(−1)
𝑚
𝑛 を− 1 = cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋 を用いて表すと、(−1)

𝑚
𝑛 = (cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋)

𝑚
𝑛
 = cos(

𝑚

𝑛
𝜋) + 𝑖 sin(

𝑚

𝑛
𝜋) 

と表せるから、
1

(−1)
𝑚
𝑛 (

𝑚
𝑛 )

𝑚
𝑛

=
1

[cos(
𝑚
𝑛

𝜋) + 𝑖 sin(
𝑚
𝑛

𝜋)] (
𝑚
𝑛 )

𝑚
𝑛

=
(
𝑛
𝑚)

𝑚
𝑛


cos(
𝑚
𝑛

𝜋) + 𝑖 sin(
𝑚
𝑛

𝜋)
となる。 

分子の (
𝑛

𝑚
)

𝑚
𝑛
は実数、𝑛は𝑚を割り切らないので𝑠𝑖𝑛 (

𝑚

𝑛
𝜋)が 0となることはなく、全体としては 

分母によって決まり複素数となる。 

例えば、𝑚 = 5, 𝑛 = 6のときは、 

(−
5

6
)
(−

5
6
)

=
(
6
5 )

5
6


𝑐𝑜𝑠(
5
6 𝜋) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛(

5
6 𝜋)

=
(
6
5 )

5
6


−
√3
2 +

1
2 𝑖

= − (
6

5
)

5
6
(
√3

2
+
1

2
𝑖)(≒ −1.008 − 0.582𝑖) 

(≒ −1.008 ± 0.582𝑖という値を取り得る) のように複素数になる。 

𝑦 = 𝑥𝑥のグラフ 

 

（２） 𝑦 = 𝑥−𝑥 

𝑦 = 𝑥−𝑥 =
1

𝑥𝑥
と変形すれば、この関数は𝑦 = 𝑥𝑥の逆数であることがわかる。 

  𝑥 → 0のとき、𝑦は限りなく 0に近ずき、𝑥 = 1のとき、𝑦 = 1である。 
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ときは複素数となる 

𝑥 =
1
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y = (
1

𝑒
)
(
1
𝑒
)
(0.6922, , , ) 
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---------------------------------④  ③の両辺の対数をとると、ln 𝑦 = −𝑥･ ln 𝑥  

④を微分して、
1

𝑦
𝑑𝑦 = (−ln𝑥 − 𝑥･

1

𝑥
)𝑑𝑥，

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑦(ln 𝑥 + 𝑥･

1

𝑥
) = −𝑥𝑥(ln𝑥 + 1) 


𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0とおくと、𝑥 ≠ 0で𝑥𝑥 ≠ 0だから ln 𝑥 + 1 = 0， ln 𝑥 = −1より、𝑥 = 𝑒−1 =

1

𝑒
 

③に𝑥 =
1

𝑒
を入れて、y = 𝑥−𝑥 = (

1

𝑒
)
(−

1
𝑒
)
=

1

(
1
𝑒
)
(
1
𝑒
)
= 1.4447(極大値) 

次に、𝑥 < 0の場合について、 

まず負の整数の時、 

𝑥 = −1のとき(−1)1 = −1，𝑥 = −2のとき(−2)2 = 4，𝑥 = −3のとき(−3)3 = −27となるから、 

𝑥が負の偶数の時(−𝑥)𝑥 =𝑥𝑥，𝑥が負の奇数の時 

(−𝑥)𝑥 = −𝑥𝑥となり、偶数と奇数で正負の値が逆転を繰り返す。 

負の有理数の時、例えば𝑥 = −
1

2
のとき、 (−

1

2
)

1
2
=
(−1)

1
2 

(2)
1
2

=
𝑖

√2
(±

𝑖

√2
という値を取り得る) 

𝑥 = −
1

𝑛
のとき、 (−

1

𝑛
)

1
𝑛
=
(−1)

1
𝑛 

(𝑛)
1
𝑛

− 1 = cos 𝜋 + 𝑖 sin𝜋 を用いて表すと、 

(−1)
1
𝑛 

(𝑛)
1
𝑛

=
(cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋)

1
𝑛 

(𝑛)
1
𝑛

=
cos

1
𝑛 𝜋 + 𝑖 sin

1
𝑛 𝜋

√𝑛
𝑛 となり、分母の √𝑛

𝑛
は実数なので、分子によって決 

まり通常は複素数になる。 

𝑥 = −
𝑚

𝑛
（𝑛，𝑚は整数で𝑛は𝑚を割り切らない）のとき、 (−

𝑚

𝑛
)

𝑚
𝑛
= (−1)

𝑚
𝑛 (

𝑚

𝑛
)

𝑚
𝑛
 

(−1)
𝑚
𝑛 を− 1 = cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋 を用いて表すと、(−1)

𝑚
𝑛 = (cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋)

𝑚
𝑛
 = cos(

𝑚

𝑛
𝜋) + 𝑖 sin(

𝑚

𝑛
𝜋) 

と表せるから、(−1)
𝑚
𝑛 (

𝑚

𝑛
)

𝑚
𝑛
= [cos(

𝑚

𝑛
𝜋) + 𝑖 sin(

𝑚

𝑛
𝜋)] (

𝑚

𝑛
)

𝑚
𝑛
となる。 

(
𝑚

𝑛
)

𝑚
𝑛
は実数、𝑛は𝑚を割り切らないので𝑠𝑖𝑛 (

𝑚

𝑛
𝜋)が 0となることはなく、全体としては 

複素数となる。 

例えば、𝑚 = 5，𝑛 = 6のときは、 

(−
5

6
)

5
6
= (

5

6
)

5
6
[cos(

5

6
𝜋) + 𝑖 sin(

5

6
𝜋)] = (

5

6
)

5
6
(−

√3

2
+
1

2
𝑖) (≒ −0.744 + 0.430𝑖) 

(≒ −0.744 ± 0.430𝑖という値を取り得る)のように複素数になる。 
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------------------------⑦ 

-------------------------⑧ 

 

𝑦 = 𝑥−𝑥のグラフ 

 

𝑥𝑥と𝑥−𝑥がわかったところで、次に𝑥𝑥 + 𝑥−𝑥と𝑥𝑥 − 𝑥−𝑥を考えてみた。 

𝑦 = 𝑥𝑥は 0 < 𝑥 ≦
1

𝑒
で減少、𝑥 ≧

1

𝑒
で増加する関数、𝑦 = 𝑥−𝑥は逆に 0 < 𝑥 ≦

1

𝑒
で増加、𝑥 ≧

1

𝑒

で減少する関数であった。𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝑥−𝑥や𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑥−𝑥はどのようになるだろうか？ 

 

（３） 𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝑥−𝑥 

𝑥𝑥 = 𝑡とおくと、y = t +
1

𝑡
，𝑡で微分して、

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 1 −

1

𝑡2
 

𝑥𝑥 = 𝑡の両辺の対数をとると、𝑥 ･𝑙𝑛 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑡 

この両辺を微分して、(𝑙𝑛 𝑥 + 𝑥･
1

𝑥
) 𝑑𝑥 =

1

𝑡
𝑑𝑡，これから

𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 𝑡(𝑙𝑛 𝑥 + 1) 


𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑥
だから、⑥⑦より 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (1 −

1

𝑡2
)𝑡(𝑙𝑛 𝑥 + 1) 

𝑥𝑥 = 𝑡を戻すと、
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  𝑥𝑥(𝑙𝑛 𝑥 + 1)(1 −

1

𝑥2𝑥
) 


𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0とおいて、𝑥 ≠ 0で𝑥𝑥 ≠ 0だから、 𝑙𝑛 𝑥 + 1 = 0または1 −

1

𝑥2𝑥
= 0 

𝑙𝑛 𝑥 + 1 = 0のとき 𝑥 =
1

𝑒
，1 −

1

𝑥2𝑥
= 0のとき、𝑥2𝑥 = 1から𝑥 = 1が得られる。 
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ときは複素数となる 

𝑥 =
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y = (
1

𝑒
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(−

1
𝑒
)
(1.4447, , , ) 
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𝑥 =
1

𝑒
，𝑥 = 1で極値を持つことが分かった。この２点の前後でどのような状態かを見るた 

めに、⑧式に 𝑥 =
1

2𝑒
，

1

2
，2を入れてみる。𝑥 =

1

2𝑒
のとき、 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  𝑥𝑥(𝑙𝑛 𝑥 + 1) (1 −

1

𝑥2𝑥
) = (

1

2𝑒
)

1
2𝑒
･(−𝑙𝑛2)･(1 −

1

(
1
2𝑒)

1
𝑒

) 

第１項はプラス、第２項はマイナス、第３項は(
1

2𝑒
)
1

𝑒 ≦ 1のためマイナスとなり、全体ではプ

ラスとなるので、0 < 𝑥 ≦
1

𝑒
では増加する。𝑥 =

1

2
のとき、 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  𝑥𝑥(𝑙𝑛 𝑥 + 1) (1 −

1

𝑥2𝑥
) =

1

√2
･(−𝑙𝑛2 + 1)･(1 −

1

(
1
2)

1
) 

第１項はプラス、第２項はプラス、第３項はマイナスとなり、全体ではマイナスとなるので、
1

𝑒
< 𝑥 ≦ 1では減少する。𝑥 = 2のとき、 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  𝑥𝑥(𝑙𝑛 𝑥 + 1) (1 −

1

𝑥2𝑥
) = 4･(𝑙𝑛2 + 1)･(1 −

1

24
) 

第１項はプラス、第２項はプラス、第３項はプラスとなり、全体ではプラスとなるので、 

𝑥 ≧ 1では増加する。従って、 

𝑥 =
1

𝑒
のとき⑤に代入して𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝑥−𝑥 = (

1

𝑒
)
(
1
𝑒
)
+ (

1

𝑒
)
(−

1
𝑒
)
= 2.1369, , ,（極大値） 

𝑥 = 1のとき⑤に代入して𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝑥−𝑥 = 11+1−1 = 2(極小値)となる。 
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-1.5

-1
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0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

𝑥が負の整数以外の
ときは複素数となる 

𝑥 =
1

𝑒
(0.3679, , , )のとき 

y = (
1

𝑒
)
(
1
𝑒
)
+ (

1

𝑒
)
(−

1
𝑒
)
(2.1369, , , ) 

𝑥 = 1のとき y = 2 

 

𝑦 = 𝑥𝑥+𝑥−𝑥のグラフ 
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---------------------------------⑨ 

---------------------------------⑩ 

-------------------⑪ 

            ----------------------------⑫ 

 𝑥 < 0の場合について、負の整数のときは（１），（２）でわかるように偶数と奇数で正負の値が逆転を

繰り返し𝑦 = 𝑥𝑥は𝑦 = 0に収束するが、𝑦 = 𝑥−𝑥は+,−の値で発散するため全体では発散する。 

さらに𝑥が負の有理数のときは複素数になる。 

 

（４） 𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑥−𝑥 

𝑥𝑥 = 𝑡とおくと、y = t −
1

𝑡
，𝑡で微分して、

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 1 +

1

𝑡2
 

𝑥𝑥 = 𝑡の両辺の対数をとると、𝑥 ･𝑙𝑛 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑡 

この両辺を微分して、(𝑙𝑛 𝑥 + 𝑥･
1

𝑥
) 𝑑𝑥 =

1

𝑡
𝑑𝑡，これから

𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 𝑡(𝑙𝑛 𝑥 + 1) 


𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑥
だから、⑩⑪より 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (1 +

1

𝑡2
)𝑡(𝑙𝑛 𝑥 + 1) 

𝑥𝑥 = 𝑡を戻すと、
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  𝑥𝑥(𝑙𝑛 𝑥 + 1)(1 +

1

𝑥2𝑥
) 


𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0とおいて、𝑥 ≠ 0で𝑥𝑥 ≠ 0だから、 𝑙𝑛 𝑥 + 1 = 0または1 +

1

𝑥2𝑥
= 0 

𝑙𝑛 𝑥 + 1 = 0のとき 𝑥 =
1

𝑒
，1 +

1

𝑥2𝑥
= 0のときはこれを満たす実数はない。 

よって、𝑥 =
1

𝑒
のときのみ極値を持つことが分かった。𝑥 =

1

𝑒
の前後でどのような状態かを 

みるために⑫式に𝑥 =
1

2𝑒
，1を入れてみる。まず𝑥 =

1

2𝑒
のとき、 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  𝑥𝑥(𝑙𝑛 𝑥 + 1) (1 +

1

𝑥2𝑥
) = (

1

2𝑒
)

1
2𝑒
･(−𝑙𝑛2)･(1 +

1

(
1
2𝑒)

1
𝑒

) 

第１項はプラス、第２項はマイナス、第３項はプラスとなり、全体ではマイナスとなるので、

0 < 𝑥 ≦
1

𝑒
では減少する。次に 𝑥 = 1のとき、 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  𝑥𝑥(𝑙𝑛 𝑥 + 1) (1 +

1

𝑥2𝑥
) = 1･1･ (1 +

1

1
) = 4 

のようにプラスとなるので、
1

𝑒
< 𝑥では増加する。 

𝑥 =
1

𝑒
のとき⑨に代入して𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑥−𝑥 = (

1

𝑒
)
(
1
𝑒
)
− (

1

𝑒
)
(−

1
𝑒
)
= −0.7525（極小値） 
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𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑥−𝑥のグラフ 

 

（１）～（４）の表す曲線を、𝑥 > 0についてまとめてグラフにすると次のようになる。 
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２． 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) ，𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥)，𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) ，𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠 𝑥) など𝑠𝑖𝑛, 𝑐𝑜𝑠の引数に 

「𝑠𝑖𝑛, 𝑐𝑜𝑠」を含む一群の関数について 

 

（１） 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 

𝑠𝑖𝑛 𝑥の値は−1～1なので、𝑦は 𝑠𝑖𝑛(1)～𝑠𝑖 𝑛(−1)の範囲になる。ここで1と−１の単位は

𝑟𝑎𝑑（ラジアン）である。180 度がπラジアンだから、１ラジアンは(
180

π
)度である。 

𝑠𝑖𝑛 𝑥は周期関数なので、１周期について考えればよい。そこで𝑥 = 0，
π

2
，π，

3π

2
，2π 

の𝑥に対して𝑠𝑖𝑛 𝑥，𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) の値をまとめると次の表になる。 

 
0 

π

2
 π 

3π

2
 2π 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 0 1 0 −1 0 

𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 0 𝑠𝑖𝑛(1) 0 𝑠𝑖𝑛(−1) 0 

この表から、𝑦は周期2πで最大値𝑠𝑖𝑛 1(= 0.841…)，最小値 𝑠𝑖𝑛(−1) (= −0.841… )の範囲の

値をとることがわかる。 

（２）𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥) 

𝑐𝑜𝑠 𝑥の値は− 1～1なので、𝑦は 𝑠𝑖𝑛(1)～𝑠𝑖 𝑛(−1) の範囲になる。 

𝑐𝑜𝑠 𝑥は周期関数なので、１周期𝑥 = 0，
π

2
，π，

3π

2
，2πの𝑥についてcos 𝑥，𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥)の

値をまとめると、 

 
0 π

2
 π 

3π

2
 2π 

𝑐𝑜𝑠 𝑥 1 0 −1 0 1 

𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥) 𝑠𝑖𝑛(1) 0 𝑠𝑖𝑛(−1) 0 𝑠𝑖𝑛(1) 

この表から、𝑦は周期2πで最大値𝑠𝑖𝑛 1(= 0.841… )，最小値 𝑠𝑖𝑛(−1) (= −0.841…)の範囲の

値をとる。（１）（２）の周期はπ/2 ずれている。 

（３）𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 

同じように、𝑥 = 0，
π

2
，π，

3π

2
，2πのそれぞれの値に対して𝑠𝑖𝑛 𝑥，𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 

の値をまとめると、 

 
0 π

2
 π 

3π

2
 2π 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 0 1 0 −1 0 

𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 1 𝑐𝑜𝑠(1) 1 𝑐𝑜𝑠(1) 0 

𝑐𝑜𝑠は偶関数なので、𝑥 =
3π

2
のときの𝑠𝑖𝑛 𝑥 = −1に対し、𝑐𝑜𝑠 (−1) =𝑐𝑜𝑠 (1) となり、周期

はπで、最大値1，最小値 𝑐𝑜𝑠(1) (= 0.540…)の範囲の値をとる。 
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  -------------------------------------------⑬ 

  -------------------------------------------⑭ 

（４）𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠 𝑥) 

𝑥 = 0，
π

2
，π，

3π

2
，2πのそれぞれの値に対して𝑐𝑜𝑠 𝑥，𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠 𝑥) の値をまとめると、 

 
0 π

2
 π 

3π

2
 2π 

𝑐𝑜𝑠 𝑥 1 0 −1 0 1 

𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠 𝑥) 𝑐𝑜𝑠(1) 1 𝑐𝑜𝑠(1) 1 𝑐𝑜𝑠(1) 

 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛𝑥)と同様に周期はπで、最大値1，最小値 𝑐𝑜𝑠(1) (= 0.540… )の範囲の値をとり、

周期は𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠 𝑥)に対しπ/2 ずれている。 

  𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛𝑥)と𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠 𝑥)は最大値が１なのに対し、 𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥)と𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥)は最大値が１に

なることはない。（１）～（４）の曲線をグラフにすると次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

３．𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥，𝑦 = 𝑒𝑐𝑜𝑠 𝑥 のような𝑒のべき乗に「𝑠𝑖𝑛, 𝑐𝑜𝑠」を含む関数について 

（１）𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥 

⑬を微分して 0とおくと、
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥･ cos 𝑥 = 0， 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥 ≠ 0だから、 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 0 すなわち 

𝑥 =
π

2
，

3π

2
のとき極値を取りその値は、𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛

𝜋

2 = 𝑒1(2.718, , , )，𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛
3𝜋

2 = 𝑒−1(0.3678, , , ) 

 

（２）𝑦 = 𝑒𝑐𝑜𝑠 𝑥 

⑭を微分して 0とおくと、
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑐𝑜𝑠 𝑥･(−𝑠𝑖𝑛 𝑥) = 0， 𝑒𝑐𝑜s𝑥 ≠ 0だから、 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0 のとき 

すなわち𝑥 = 0，πのとき極値を取りその値は、𝑦 = 𝑒𝑐𝑜𝑠 0 = 𝑒1，𝑦 = 𝑒𝑐𝑜𝑠𝜋 = 𝑒−1 

グラフを描くと次のようになる。 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥)  ，𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑥)，𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑖𝑛 𝑥)   ，𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠 𝑥)のグラフ 

𝑠𝑖𝑛(1)(0.841, , , ) 

𝑐𝑜𝑠(1)(0.540, , , ) 

𝑠𝑖𝑛(−1)(−0.841, , , ) 

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-0.5 0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5

y=cos(sin x)

y=cos(cos x)

y=sin(sin x)

y=sin(cos x)

π

2
 

3π

4
 π 2π 
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  -------------------------------------------⑮ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ここで気付くのは、𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥，𝑦 = 𝑒𝑐𝑜𝑠 𝑥の曲線は𝑠𝑖𝑛カーブに似ているようでそうではな

い。例えば、𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥についていえば、𝑥 =
𝜋

2
における極大点の尖りぐあいと、𝑥 =

3𝜋

2
におけ

る極小点のそれが異なることである。極大点では尖っていて、極小点では丸みを持っている。

もう少し具体的に調べるため、極大点及び極小点における曲率を調べてみる。 

点𝑥における曲率𝑅は次の式で表される。 

𝑅 =
[1 + 𝑦′(𝑥)2]

3
2 

|𝑦′′(𝑥)|
 

ここで、𝑦′(𝑥)，𝑦′′(𝑥)はそれぞれ１次導関数、２次導関数を表す。 

𝑦′ = 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥･ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ，y′′ = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥(𝑐𝑜𝑠 𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑥) = 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥(1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 − sin 𝑥2)だから、 

𝑅 =
[1 + 𝑦′(𝑥)2]

3
2 

|𝑦′′(𝑥)|
=

[1 + (𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥･ 𝑐𝑜𝑠 𝑥)2]
3
2 

|𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥(1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥2)|
で与えられる。 

𝑥 =
𝜋

2
における曲率𝑅𝜋

2
は、𝑅𝜋

2
=

[1 + (𝑒𝑠𝑖𝑛
𝜋
2 ･ 𝑐𝑜𝑠

𝜋
2 )

2]

3
2


|𝑒𝑠𝑖𝑛
𝜋
2 (1 − 𝑠𝑖𝑛

𝜋
2 − 𝑠𝑖𝑛

𝜋
2

2
)|

=
[1 + (𝑒･0)2]

3
2 

|𝑒(1 − 1 − 12)|
=
1

𝑒
 

𝑥 =
3𝜋

2
における曲率𝑅3𝜋

2
は、𝑅3𝜋

2
=

[1 + (𝑒𝑠𝑖𝑛
3𝜋
2 ･ 𝑐𝑜𝑠

3𝜋
2

)2]

3
2


|𝑒𝑠𝑖𝑛
3𝜋
2 (1 − 𝑠𝑖𝑛

3𝜋
2

− 𝑠𝑖𝑛
3𝜋
2

2

)|

=
[1 + (𝑒−1･0)2]

3
2 

|𝑒−1{1 − (−1) − (−1)2}|
= 

 

すなわち、極大点における曲率は
1

𝑒
、極小点における曲率は𝑒となり大きな差があることがわ
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かる。𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥，𝑦′ = 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥･ 𝑐𝑜𝑠 𝑥，y′′ = 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥(1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥2)のグラフを描いてみると次

の通りとなる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

１次導関数 y’ は元の関数𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥の変化率を表し、さらに２次導関数 y’’ は y’ の変化率を

示している。 

𝑦′ は、𝑥 = 0～
𝜋

4
で増加率が増し、

𝜋

4
～

𝜋

2
で増加率は徐々に減り

𝜋

2
で増加率０、そして 

𝜋

2
～

3𝜋

4
で増加率がマイナス（つまり減少）になり、

3𝜋

4
で減少率０、

3𝜋

4
～𝜋で減少率が徐々

に鈍化し、さらに𝜋～
5𝜋

4
，

4𝜋

5
～

3𝜋

2
と減少率がどんどん鈍化し、

3𝜋

2
で増加率がプラスに転

じ、
3𝜋

2
～2𝜋で再び増加率が徐々に増えていき、これを繰り返す。 

𝑦′′ を見ると、
𝜋

4
～

3𝜋

4
の間で y’ の変化率が急激にマイナスとなっているのに対し、

3𝜋

4
～

9𝜋

4


の間における y’ の変化率は穏やかでマイナスになることはない。𝑦′′ = 0となる点が変曲点で、 

𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑐𝑜𝑠 𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑥) = 0を解けば、𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥 ≠ 0だから、𝑐𝑜𝑠 𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0より𝑠𝑖𝑛𝑥 =
−1+√5

2
 

これから𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1 (
−1+√5

2
) = 0.6662, , (𝑟𝑎𝑑), ， 𝑥 = 𝜋 −𝑠𝑖𝑛−1 (

−1+√5

2
) = 2.4754, , , (𝑟𝑎𝑑)となり、 

１次導関数が最大値になるのは𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1 (
−1+√5

2
)，最小値となるのは𝑥 = 𝜋 −𝑠𝑖𝑛−1 (

−1+√5

2
)で

ある。 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 < 0となる𝑥 = 𝜋～2𝜋の間で変化が緩やかになるのは、𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥の値が
1

𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥（
1

𝑒
べき

乗）となるためであり、𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥の増加率、減少率は𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥の指数𝑠𝑖𝑛 𝑥の値がプラスかマ

イナスかにより大きく左右されることが分かる。 
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2
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  -------------------------------------------⑯ 

  -------------------------------------------⑰ 

 

４． 𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥 ，𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 ，𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥，𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥のように𝑠𝑖𝑛, 𝑐𝑜𝑠 のべき乗に 

「𝑠𝑖𝑛, 𝑐𝑜𝑠」を含む一群の関数について 

  𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥は𝑠𝑖𝑛𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑥と書くべきかも知れないが、ここでは 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥と書くことにする。 

（１）𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 

 前の𝑦 =𝑥𝑥 の検討から、𝑥 < 0のときは𝑥が負の整数以外は複素数となるので、 

𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥の定義域は、𝑠𝑖𝑛 𝑥 > 1となる、0 < 𝑥 < 𝜋[2𝑛𝜋 < 𝑥 < (2𝑛 + 1)𝜋]及び、𝑠𝑖𝑛 𝑥 = −1

となる𝑥 =
3𝜋

2
[

(2𝑛+1)𝜋

2
]であるが、𝑠𝑖𝑛 𝑥は周期関数なので0 < 𝑥 < 𝜋及び𝑥 =

3𝜋

2
で考えれば

充分である。⑯の両辺の対数を取ると、𝑙𝑛 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ･𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 

⑰を微分して、
1

𝑦
･
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= [𝑐𝑜𝑠 𝑥･ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 {

1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
･ 𝑐𝑜𝑠 𝑥}] = [𝑐𝑜𝑠 𝑥･ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) + 𝑐𝑜𝑠 𝑥] 

= 𝑐𝑜𝑠 𝑥 [𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)+1]よって、 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦･ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 [𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)+1]= 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 ･ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ･[𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)+1]，

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0とおくと、 

𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0，または 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 0，または 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)+1 = 0 

①  𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0の場合、𝑥 = 0，𝜋のとき𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0となるが、00となり不定形なので 

𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥 ≠ 0と考える。 

②𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 0 の場合、𝑥 =
𝜋

2
，

3𝜋

2
これを⑯に代入すると、𝑦 =𝑠𝑖𝑛(

𝜋

2
)𝑠𝑖𝑛(

𝜋

2
) = 11 = 1（極大値） 

𝑦 =𝑠𝑖𝑛(
3𝜋

2
)𝑠𝑖𝑛(

3𝜋
2

) = (−1)(−1) =
1

(−1)1
= −1 

③𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)+1 = 0の場合、 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) = − 1から、 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑒−1 =
1

𝑒
これを満たす𝑥は 

𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1 (
1

𝑒
)から𝑥 = 0.3767, , , (𝑟𝑎𝑑)(≒ 21.6°) 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 =
1

𝑒
を⑯に代入すると、y = (

1

𝑒
)(

1
𝑒
) = 0.6922, , ,（極小値） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 のグラフ 
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  -------------------------------------------⑱ 

  -------------------------------------------⑲ 

（２）𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 < 0のときは𝑠𝑖𝑛 𝑥が負の整数、つまり−1以外は複素数となるので、 

𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥の定義域は、𝑠𝑖𝑛 𝑥 ≧ 0となる、0 ≦ 𝑥 ≦ 𝜋[2𝑛𝜋 ≦ 𝑥 ≦ (2𝑛 + 1)𝜋]と、𝑠𝑖𝑛 𝑥 = −1

となる𝑥 =
3𝜋

2
[

(2𝑛+1)𝜋

2
]であるが、𝑠𝑖𝑛 𝑥は周期関数なので0 ≦ 𝑥 ≦ 𝜋及び𝑥 =

3𝜋

2
で考えれば

よい。 

⑱の両辺の対数を取ると、𝑙𝑛 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ･𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 

⑲を微分して、
1

𝑦
･
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= [−𝑠𝑖𝑛 𝑥･ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 {

1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
･ 𝑐𝑜𝑠 𝑥}]

= [−𝑠𝑖𝑛 𝑥･ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) +
𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
] よって、 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 ･ [−𝑠𝑖𝑛 𝑥･ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) +

𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
]

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0とおくと、 

𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 0，または −𝑠𝑖𝑛 𝑥･ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) +
𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
= 0 

① 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 0の場合𝑥 = 0，𝜋、これを⑱に代入すると、𝑦 =𝑠𝑖𝑛( 0)𝑐𝑜𝑠(0) = 01 = 0 

これは極値ではない。 

② −𝑠𝑖𝑛 𝑥･ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) +
𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
= 0の場合、 𝑠𝑖𝑛 𝑥･ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) =

𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
より、 

𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) = (
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
)
2

， 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑒
(
𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥

)
2

 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑒
(
𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥

)
2

= 𝑒
𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 𝑒

1−𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 𝑒

(
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
−1)

= 𝑒
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥･𝑒−1から、𝑒･ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑒
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥 

1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
= 𝑡とおくと、𝑒･

1

𝑡
= 𝑒𝑡

2
両辺の対数を取って、1 − 𝑙𝑛 𝑡 = 𝑡2これを解いて𝑡 = 1 

1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
= 𝑡 = 1だから、𝑥 =

𝜋

2
これを⑱に代入して、𝑦=𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
)
𝑐𝑜𝑠(

𝜋
2
)
= 10 = 1 

𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥の２次導関数を求めると、 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 ･ [{−𝑠𝑖𝑛 𝑥･ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) +

𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
}

2

− 𝑐𝑜𝑠 𝑥･ {2 +
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
+ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)}]と非常に複雑 

な式になるが、この式に𝑥 =
𝜋

2
を入れて計算すると

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 0となり、𝑥 =

𝜋

2
は変曲点であるこ

とがわかる。 

また、⑱式に𝑥 = 𝜋を入れると 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑐𝑜𝑠 𝜋 = 0−1 =
1

01
= ∞となり𝑥 = 𝜋で発散する。 
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  -------------------------------------------⑳ 

  -------------------------------------------㉑ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 のグラフ 

 

（３）𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥の定義域が0 ≦ 𝑥 ≦ 𝜋なので、𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥を𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
− 𝑥)

𝑐𝑜𝑠(
𝜋

2
−𝑥)

と変形す

れば、その定義域は
𝜋

2
ズレて−

𝜋

2
≦ 𝑥 ≦

𝜋

2
となることがわかる。 

また、⑳式に𝑥 =
𝜋

2
を入れて計算すると、𝑦 =𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
)
𝑠𝑖𝑛(

𝜋

2
)
= 01 = 0 

𝑥 = −
𝜋

2
を入れて計算すると、𝑦 =𝑐𝑜𝑠 (−

𝜋

2
)
𝑠𝑖𝑛(−

𝜋

2
)
= 0−1 =

1

01
=∞となるので、 

𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥は𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥と対称である。 

𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥=𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥を解くと𝑥 =
𝜋

4
，よって２つの曲線は𝑥 =

𝜋

4
で交わり、で線対象である

ことが分かる。 

 

（４）𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥の定義域が0 ≦ 𝑥 ≦ 𝜋なので、𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥を𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
− 𝑥)

𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2
−𝑥)と変形す

れば、その定義域は
𝜋

2
ずれて−

𝜋

2
≦ 𝑥 ≦

𝜋

2
であり、𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥を

𝜋

2
だけ移動した関数である

ことがわかる。 

 

三角関数のべき乗に三角関数を持つ関数を考えてみたが、これら一連の関数においては、負

数の領域において被乗数，べき乗数の両方が負の整数以外では複素数になることから、

𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥 と𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 では0 < 𝑥 < 𝜋のとき、𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 と𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 では 

−
𝜋

2
< 𝑥 <

𝜋

2
のとき実数の値をとる関数である。 

 𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 と𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 については、𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
− 𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 𝑥， 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
− 𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 𝑥という

関係にあるので、それぞれ
𝜋

2
の平行移動、かつ縦軸に対して対称となっている。 
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 また、𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 と𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥については、（２），（３）で分かるように鏡対称となって

おり、４種類すべての曲線が𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥となる𝑥 =
𝜋

4
において１点で交わっている。 

（１）～（４）の表す曲線をまとめてグラフにすると次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥，𝑦 =𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥，𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥，𝑦 =𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 のグラフ 

 

５． 最後に三角関数と対数関数を組み合わせるとどうなるのか？ 

（１）𝑦 = 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
・ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 0より、𝑥 =

𝜋

2
のとき極値(𝑦 = 0)を持つ。 𝑙𝑛関数はマイナスの引数で

は複素数となり、0 < 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ≦ 1のときだけ実数値となる。そして𝑠𝑖𝑛 𝑥 ≦ 1であることから、 

その値は正の数となることはなく、すべてマイナスの値で最大値が０である。 

𝑠𝑖𝑛 𝑥が周期関数なので、𝑦 = 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)も周期関数となり、𝑥 = 2𝑛𝜋 +
𝜋

2
で最大値を持つ。 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

𝑦 = 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)のグラフ（0 ≦ 𝑥 ≦ 𝜋の範囲のみ示す） 
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（１）𝑦 =𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥)・

1

𝑥
= 0より、 𝑙𝑛 𝑥 = ±

𝜋

2
すなわち𝑥 = 𝑒

𝜋
2 (= 4.8104, , , , )のとき極値(𝑦 = 1) 

𝑥 = 𝑒−
𝜋
2 (= 0.2078, , , , )のとき極値(𝑦 = −1)を持つ。 

𝑠𝑖𝑛 𝑥が周期関数なので、𝑦 =𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥)も周期関数となり、𝑥 = 2𝑛𝜋 ±
𝜋

2
で極値を持つが、 

指数関数の特性からその周期は非常に大きく、かつ𝑒𝜋倍で周期が拡大する。 

例えば𝑦軸と交差する 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛 𝑥) = 0となる𝑥をみると、 

𝑙𝑛 𝑥 = 𝑛𝜋から𝑥 = 𝑒𝑛𝜋となり、𝑛 = −3，− 2，− 1，0，1，2，3とするだけでも、 

𝑥 = 𝑒−3𝜋 = 8.069, , ,× 10−5，𝑥 = 𝑒−2𝜋 = 0.00187, ,, ，𝑥 = 𝑒−𝜋 = 0.0432, ,, ，𝑥 = 𝑒0 = 1 

𝑥 = 𝑒𝜋 = 23.14, ,, ，𝑥 = 𝑒2𝜋 = 535.49, ,, ，𝑥 = 𝑒3𝜋 = 12391.6, ,, 

というように、文字通り指数関数で増加する壮大な関数である。 

 

 

 

𝑦 = 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)のグラフ 

𝑥 = 0～0.05 

 

 

 

 

 

 

𝑦 = 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)のグラフ 

𝑥 = 0～1 

 

 

 

 

 

 

𝑦 = 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)のグラフ 

𝑥 = 0～25 
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𝑦 = 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝑥)のグラフ 

𝑥 = 0～13000 

 

 

 

 

 

 ここにあげた以外にも、 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑠𝑖𝑛 𝑥)（双曲線関数と三角関数の組み合わせ）や𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥といっ

た関数など、いろいろ考えられるが概ねその特徴が理解できたのでここまでとしたい。 
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---------① 

-------------------② 

追 記 

 

 𝑦 = 𝑥𝑥で𝑥が負数の時は整数以外すべて複素数となり、偶数と奇数で正負の値が逆転する離散した

点しか存在しないことが気になっていた。 

 そこで、複素数の領域に踏み込んでどうなっているのか考えてみた。 

 

𝑥が負の数のとき、− 𝑥 = (−1)･𝑥 = (𝑐𝑜𝑠 𝜋 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜋)･𝑥、(ただし𝑥 > 0[以下同じ])と表せるので、 

𝑦 = (−𝑥−𝑥) = [(𝑐𝑜𝑠 𝜋 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜋)･𝑥]
−𝑥

=
1

[(𝑐𝑜𝑠 𝜋 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜋)･𝑥]
𝑥

=

1

𝑥𝑥(𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜋 𝑥)
 

となる。この式で虚数項が０になるのは、𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑥)が０となる𝑥 = 1,2,3, , ,,の場合である。 

①の分母，分子に(𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑥 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜋 𝑥)を掛ければ、𝑦 =
1

𝑥𝑥
(𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑥 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜋 𝑥) 

と変形できる。 

 

① 式により、－5～0 の𝑥 について 0.1 間隔で𝑦の値を計算してみると次の表になる。 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

複素数の計算は、Excel のエンジニアリング関数を使えば計算できる。 

表１の数値で末尾に𝑖とあるのは虚数単位、同様に“E-16”“E-17”などとあるのは× 10−16，× 10−17

のことで、非常に小さい値なので０と考えてよい。 

表１ 
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表１の値を計算するために使った式は下記の式である。 

𝑥𝑥= IMDIV(1,IMPRODUCT(COMPLEX(COS((𝑥)*PI( )),SIN((𝑥)*PI())),(−𝑥)^(−𝑥))) 

 それぞれ次のような関数である。 

（Ａ）(COMPLEX(COS((𝑥)*PI( )),SIN((𝑥)*PI())  --------- = 𝑐𝑜𝑠( 𝜋𝑥) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 𝜋𝑥) 

                                         𝑐𝑜𝑠( 𝜋𝑥)と 𝑠𝑖𝑛( 𝜋𝑥)から comlex関数により 

                                                   複素数を形成する。𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑏𝑖 

（Ｂ）IMPRODUCT(【𝑐𝑜𝑠( 𝜋𝑥) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 𝜋𝑥)】,(−𝑥)^(−𝑥)) ---- = 𝑥𝑥･[𝑐𝑜𝑠( 𝜋𝑥) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 𝜋𝑥)] 

𝑥の(−)符号を(+)に変え、(A)でできた複素

数に𝑖𝑚𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡関数により𝑥𝑥を掛ける。 

（Ｃ）IMDIV(1, 𝑥𝑥･[𝑐𝑜𝑠( 𝜋𝑥) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 𝜋𝑥)]) -----------------=
1

𝑥𝑥･[𝑐𝑜𝑠(𝜋𝑥)+𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑥)]
 

                                                    (B)の逆数を作れば、それが求める𝑦である。 

                                                     𝑖𝑚𝑑𝑖𝑣関数は複素数の割り算を行う関数。 

𝑖𝑚𝑑𝑖𝑣(𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎 + 𝑏𝑖)/(𝑐 + 𝑑𝑖) 

 

表１を見ると当然のことながら、𝑥 =－1，－2，－3，－4，－5 

ではすべて実数であり、偶数でプラス，奇数でマイナスの値。 

𝑥 =－0.5，－1.5，－2.5，－3.5，－4.5 のときはすべて純虚数で、 

プラスとマイナスの値が交互になっている。それを表２に 

まとめた。それら以外の場合はすべて複素数である。 

 

（図１）横軸𝑥に対する実数部分のグラフ 

②式より実部は
1

𝑥𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑥 と表されるので、 

𝑥が（－）で増大するとともに周期的に±に振れ

ながら減衰する。 

 

 

 

（図２）横軸𝑥に対する虚数部分のグラフ 

②式より虚部は−
1

𝑥𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑥 と表されるので、 

𝑥が（－）で増大するとともに周期的に±に振れ 

ながら減衰する。 
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表２ 

-1 -1 -0.5 1.4142 i
-2 0.25 -1.5 -0.5443 i
-3 -0.037 -2.5 0.1012 i
-4 0.0039 -3.5 -0.0124 i
-5 -0.00032 -4.5 0.0012 i

図２ 

図１ 
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それぞれを重ねてみると次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図３ 

𝑥がマイナスで大きくなると、
1

𝑥𝑥
の値が急激に小さくなるためyは０に収束する。 

ガウス平面（𝑥軸を実数，𝑦軸を虚数）にプロットしてみると螺旋が現れた。 

  

図４ 

表２でも分かるとおり、𝑥 =－1，－2，－3，－4，－5 の点はすべて𝑥軸上に並び、𝑥 =－0.5，－1.5， 

－2.5，－3.5，－4.5 の点はすべて𝑦軸上に並んでいる。 
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--------------------------------------③ 

②式
1

𝑥𝑥
(𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑥 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜋 𝑥)を実部と虚部に分解すると、 

実部 =
1

𝑥𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑥，虚部 = −

1

𝑥𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝜋 𝑥となり、𝑥の代わりに新しい媒介変数を𝑡として 

ガウス平面で描くために新たに実部を𝑥、虚部を𝑦と置き換えると、 

𝑥 =
1

𝑡𝑡
𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑡， y = −

1

𝑡𝑡
𝑠𝑖𝑛 𝜋 𝑡となり、それぞれの両辺を二乗して加えると、 

𝑥2 + 𝑦2 =
1

𝑡2𝑡 
𝑐𝑜𝑠2 𝜋𝑡 +

1

𝑡2𝑡
𝑠𝑖𝑛2 𝜋𝑡 =

1

𝑡2𝑡
(𝑐𝑜𝑠2 𝜋𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜋𝑡) =

1

𝑡2𝑡
 

𝑥2 + 𝑦2 = (
1

𝑡𝑡 
)
2

 

 

図４の曲線の方程式を得るには𝑡を消去すればいいが難しい。 

③を見ると、この式は
1

𝑡𝑡
を半径とする円の方程式であることが分かる。ただし

1

𝑡𝑡
は定数ではなく変数

なので、半径が
1

𝑡𝑡
に従い変化する。その状況が図４に示されているように、（１，０）の点からスター

トし、徐々に反時計回りで半径が小さくなり最終的には０になるため、螺旋状の曲線になっているので

ある。 

 

この螺旋は媒介変数を用いて、𝑥 = 𝑎(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃), 𝑦 = 𝑎(𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃)と表されるインボリュー

ト曲線（図５）や、極座標を用いて𝑦 = 𝑎𝜃 あるいは媒介変数を用いて𝑥 = 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃, 𝑦 = 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃と表さ

れる螺旋（図６）とも異なる曲線である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（２０１９．０２．１１） 

図５ 図６ 


