
1 

８１「数学 超・超絶難問（５）」 

 

「オイラーがバーゼル問題を解くために使った式」について、なぜ複素根を持たないことの証明が必

要かというと、この式が 𝑠𝑖𝑛 𝑥 を  (1 −
𝑥2

(𝑛𝜋)2) という式の積の形で表したものとなっているためだ。 

ドイツのクンマーは、フェルマーの方程式 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑧𝑝 ( 𝑝 は素数)を証明するため、一般解を求めよう

とこの左辺を因数分解し、𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = (𝑥 + 𝑦) (𝑥 + ζ
𝑝

1
𝑦) (𝑥 + ζ

𝑝

2
𝑦) (𝑥 + ζ

𝑝

3
𝑦)････ (𝑥 + ζ

𝑝

𝑝−1
𝑦) = 𝑧𝑝 

とした。ここで、ζ
𝑝

1
，ζ

𝑝

2
，････ζ

𝑝

𝑝−1
は１の 𝑝 乗根を表す複素数である。 

ここでクンマーは、複素数の領域では素因数分解の一意性が必ずしも成り立たない場合があることに

気付き、イデアルの概念を導入し素因数分解の一意性を成り立たせることで飛躍的に証明を進めた。 

 以上のことから、オイラーの式  𝑥 (1 −
𝑥2

𝜋2) (1 −
𝑥2

(2𝜋)2) (1 −
𝑥2

(3𝜋)2)       においても、複素数の範囲に

解がないことが確認されなければ、素因数分解がこの一通りであることにはならず、他にも解が存在す

ることになってしまう。 

この問題を証明する重要性は以上のように難解であるが、問題としては超・超絶難問の中にあって、

比較的難しくない問題である。ヒントで与えられたオイラーの公式も当然知っているので、自分として

は難なく解くことができた。 

 『𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝟎 は複素根を持たない』（オイラー） 

 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0 が実根のみなら、等式 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑥 (1 −
𝑥2

𝜋2
) (1 −

𝑥2

(2𝜋)2
) (1 −

𝑥2

(3𝜋)2
)     オイラーがバーゼル問題を解くために使った式 

が成り立つのは直感的にわかりますね。 

ところで、この等式が成り立つためには、𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0 が複素根を持たないことの証明が必要（「𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0 

には複素根があるのでは？」という疑問は実際、ダニエル・ベルヌーイが述べました）なので、オイ

ラーはその証明もしました。さて、どのように証明したらいいのでしょう？ 

 

 なお、ほとんどの読者は、方針がまったく立たないでしょうから、ヒントを下に書いておきます。

完全に自力で解きたい人は、そこを見ないように注意してください。 

 

（ヒント） 

𝑒𝑖𝑥 = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 

これはオイラーの公式です。また、これを使って導ける下２式もオイラーの公式です。 

𝑐𝑜𝑠 𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2
， 𝑠𝑖𝑛 𝑥 =

𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
 

･･･････ 

･･･････ 
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（解 答） 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0 が複素根を持ったとして、その根を 𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏 （ 𝑎, 𝑏は実数）とすると、 

𝑠𝑖𝑛(𝑎 + 𝑖𝑏) = 0 が成り立たなくてはならない。 

これを展開して、𝑠𝑖𝑛(𝑎 + 𝑖𝑏) = 𝑠𝑖𝑛 𝑎･ 𝑐𝑜𝑠(𝑖𝑏) + 𝑐𝑜𝑠 𝑎･ 𝑠𝑖𝑛(𝑖𝑏) = 0  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
， 𝑠𝑖𝑛 𝜃 =

𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
  において 𝜃 = 𝑖𝑏 とすると、 

𝑐𝑜𝑠(𝑖𝑏) =
𝑒𝑖(𝑖𝑏) + 𝑒−𝑖(𝑖𝑏)

2
=

𝑒𝑏 + 𝑒−𝑏

2
， 𝑠𝑖𝑛(𝑖𝑏) =

𝑒𝑖(𝑖𝑏) − 𝑒−𝑖(𝑖𝑏)

2𝑖
= −

𝑒𝑏 − 𝑒−𝑏

2𝑖
  が得られ、 

これを①に代入して、 

𝑠𝑖𝑛 𝑎･
𝑒𝑏 + 𝑒−𝑏

2
− 𝑐𝑜𝑠 𝑎･

𝑒𝑏 − 𝑒−𝑏

2𝑖
= 0 

②を 𝑖 について整理し、 𝑖 =  の式にすると、 

𝑖 =
𝑒𝑏 − 𝑒−𝑏

 𝑒𝑏 + 𝑒−𝑏 
･

 𝑐𝑜𝑠 𝑎 

𝑠𝑖𝑛 𝑎
 

③の右辺において、 𝑎, 𝑏 は実数だから、 

𝑒𝑏 − 𝑒−𝑏

 𝑒𝑏 + 𝑒−𝑏 
 及び 

 𝑐𝑜𝑠 𝑎 

𝑠𝑖𝑛 𝑎
 はいずれも虚数となることはないので、③は成り立たない。 

従って、𝑠𝑖𝑛(𝑎 + 𝑖𝑏) = 0 を成り立たせる複素数 𝑎 + 𝑖𝑏 は存在しないことになり、𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0 は複素根を

持たないことが証明された。 

 

（模範解答） 

𝑃𝑛(𝑥) =
1

 2𝑖 
[(1 +

 𝑖𝑥 

𝑛
)

𝑛

− (1 −
 𝑖𝑥 

𝑛
)

𝑛

]   とおきます。 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑃𝑛(𝑥) 

𝑃𝑛(𝑥) = 0 の根を 𝑛 で表わし、𝑛 → ∞ とすれば、𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0 の根がすべて得られます。 

𝑃𝑛(𝑥) = 0 のときは、 

(1 +
 𝑖𝑥 

𝑛
)

𝑛

= (1 −
 𝑖𝑥 

𝑛
)

𝑛

 

1 +
 𝑖𝑥 

𝑛
= 𝑒

2𝑘𝜋𝑖
𝑛 ･ (1 −

 𝑖𝑥 

𝑛
)

𝑛

，       𝑥 =
𝑛

 𝑖 
･

 𝑒
𝑘𝜋𝑖

𝑛 − 𝑒−
𝑘𝜋𝑖

𝑛  

 𝑒
𝑘𝜋𝑖

𝑛 + 𝑒−
𝑘𝜋𝑖

𝑛  

= 𝑛 𝑡𝑎𝑛 (
𝑘𝜋

𝑛
) 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑛 𝑡𝑎𝑛 (
𝑘𝜋

𝑛
) = 𝑘𝜋  （𝑘は任意の整数） 

したがって、𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑃𝑛(𝑥) = 0 は複素根を持ちません。 

（２０２０．０３．１４） 

 

･･････････････････ ① 

･･････････････････ ② 

･･････････････････ ③ 


