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私は大学4回生の時、HomOlogyに取り憑かれた事があった。既に18年前のことである。それは、中岡稔先生の

著書「不動点定理とその周辺」の130頁～139頁にかけて証明されている、任意の可換体上におけるSteenrodの同

型定理である。しかし、凡人の私にとつて見れば、簡単なはずの定理が、非常に難しく感じられた。また、先生の証

明は特に係数項の決定において、誤りがあるように思われる。この解決を21才の10月 頃から始めて、22才の3月

(誕生日頃)に一応完成させた。しかし、後になつてみれば、証明は非常に雑なものであつた。大学を卒業しても、

尚、心に残っていた。この証明を数年前、以前よりは正確だろうというレベルまで引き上げたものを作り上げた。それ

はA4で100買にも及んだ。そこで、係数項の決定も一つの仕事ではないかと思い、このたび報告することとしたの

である。証明を書き終えて感じたことは、やはり、Homdogyは、幾ら完壁に証明したと思つても、過誤があるというこ

とである。

準備 1)

RI可換体 π:Z2 RΠ :πのR上の群環
Wは次の①、0)で定義される自由Rπ チェイン複体とする。
(D Iく 0ならばWロニ0で、q≧ 0ならばWqはただ一つの元w.で生成される自由RΠ加群.
(‖) a(wq)=(T+(-1)° )w年1 ここで、Tは■の生成元
容易にH.(" = 0(q≠ 0)Hく めヽ は Rと同型 が示される。
今、任意の位相空間測こ対して、S(S∞ X X2)及びWOS(X)に )を考える。S∞は対心写像により、X2は交換作用に
よりπ空間となるから、S∞ XXはこれらの対角作用によりΠ空間となる。この作用は明らかに固有であるから、
s(s∞ x x2)は 自由RΠチェイン複体である。また、Wは自由Rπチェイン複体で、S(X〉"は RIチェイン複体であるか
ら、WOS(X)のも自由Rπチェイン複体である。

定理1 位相空間の順序対(X,Y)の各々に対し、チェイン写像
▽ :S(S‐ XXXY)→WOS(X)OS(Y)
▽':WOS(X)OS(Y)→ S(S∞ XXXY)を 定義し次の(D,(iil,(五 Dを満たすようにできる。

(:)▽ ,▽ 'はともに連続写像に関して自然である。すなわち、f:X→X',g:Y→ Y'が連続写像ならば図式

▽             ▽ '

S(S‐ XXXY)   →    WOS(X)OS(Y)  →   S(S∞ XXXY)
↓(idXfXg)・   ▽   ↓id Of#Θ g・     ▽'    ↓(id XfX g)■
S(S"XX'XY') ‐    WOS(X')OS(Y')→    S(S"XX'XY')は 可換である。

(ii)図式          ▽             ▽ '

S(S∞ XXXY)  ―   WOS(X)OS(Y)   →   S(S∞ XXXY)

↓T.    ▽     ↓T       ▽'     ↓T・
S(S‐ XYXX)  →   WOS(Y)OS(X)  →   S(S∞ XYXX)  は可換である。

ここに,TiSoXXXY→ S∞ XYXXは T(2,X,y)=(T(2),y,x)で
T:WOS(X)OS(Y)→ WOS(Y)OS(X)は T(wOcOd)=(-1)ICildlTwOdOC

(lil)▽ °▽ '=id、 ▽ '。▽二idで、これ らを 与 え る チ ェイン ホ モ トピ ー Φ :S(S∞ XXXY)→ S(S∞ XXXY)、 Φ ':wo

S(X)OS(Y)→WOS(X)OS(Y)と して、連続写像に対して自然で、かつTキ ,Tと可換なものが取れる。

準備2)RΠ チェイン複体Cと Rπ コチェイン複体C'に対して、Rπ コチェイン複体 Hom RT(C,C')が 次の (i),(五 )で
定義される。

(i) (Hclm Rπ (C,C'))n= O HomRI(CP,C'q)

(il)u∈ HomR■ (CP,C'q)に 対 し、u。 ∂ ∈ HomR■ (CP+1,C'q),δ
°u∈ HOmR■ (C,,C'q+1)を 考 え 、

δ :(HOmR■ (C,C'))n→ (HomR■ (C,C'))・
+1を
δ (u)=u° ∂ +(-1)pδ

°uによ つて 定 義 す ぅ 。

補題1)(i)チェイン写像φo,φ l:C→ C'がチェインホモトープならば,

φ O■ =φ l中  HO(WOR,C(a)→ H.(W ORIC'(a)こ こ に φ :oはid O φ Faか ら 定 ま る 準 同 型 。
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(ii)コチェイン写像φ。,φ l:C→ C'がコチェインホモトープならば、同様に、

φo・ =φ lⅢ :H° (HomR■ (VV,C(a))→ H° (HomRπ (W,C'(a))

(iii)(i)の仮定の下に、同様に

φo・ =φ l・ :H・ (HomRI(Щ HOm(C'(2),R)))→ H拿 (HomR■ (W,Hom(c(a,R)))

定理2)(i)Cをチェイン複体とし、Cのサイクルの作る部分複体をZで表し、Cのホモロジー群Hを ∂=0としてチェイ

ン複体と見なす。ξ:Z→Cは包含写像、η:Z→Hは射影とし、lΘ ξ■ lΘ η
(aから定まる次の準同型を考える。

η tt                ξ・
HO(W ORTH② )←    H。 (WOR■ Z(a)→   H.(W ORIC(a)こ の 時 ξ 拿

°
η・

~1は
同 型 で あ る 。

(li)Cをコチエイン複体とし、Cのコサイクルの作る部分複体をZで表し、Cのコホモロジー群Hをδ=0としてコチェイ

ン複体と見なす。①と同様な準同型

η・              ξ。
H° (HOmR,(W,H。 )))← H° (HomRT(W:Z(a))→ H° (HomR■ (Щ C(a))を考 えるとき ξ Ⅲ°ηⅢ

~1は
同 型 である。

準備3)W21=wOⅥ をT(wOw')=Tw O Tw'に よリチェイン複体と見なし、Rπチェイン写像λ:W→W(aを次の
ように定義しよう。    ●/勾

λ(wi)=Σ  (waO w‐a + wa+1 0 Twi_3_1)
,=0

今、u∈ HOm“惰,(H° (X)° ))° ),v∈ Hom(VVp',(H・ (X)(a)q・ )に対し、uuv∈ HoFri(W,H° (X)(a)は 合成
λ            h                   ν
W →   WOW →   H° (X)に)OH'(X)に)→    H° (X)。 )であると定義する。
ここにh(wi O wi)=(-1)° 1可 lu(wi)Θ v(wI)、 ッはν(α Θα'③ β③β')=(-1)lα

'日βl(α uβ )Θ (α 'U

β ')で与 え られ る 準 同 型 。u,v∈ HomRI(W,H° (X)(a)な ら ば uUv∈ HomR.(W,H・ (X)に
))で
あ り、HomR■ (W,H・

(X)。
))において

δ (uUv)=δ uuv十 (-1)iu:uu δ vの 成 り立 つ こ とが 容 易 に 見 られ る か ら、uuvに よ り H幸 (HomRT(W,H・

(X)。
)))に
おけるカップ積が定義される。

v∈ Hom(Wp,(H・ (X)。))° )とcCWp・ ③ (H。 (X)に
)).'力t与えられた時、λ Θ id WOHo(X)に )→Ⅵρ Θ H・ (X)(°

に対し(λ ③ id)(c)=Σ ■(ci O cf'O aiO a,')(ci,ci'∈ L aL al'∈ H・ (X))とおいて、v⌒c∈ WOH。 (X)に )を

v⌒c=Σ (-1)メ・
・~Onc10 

ν(v(G')O a o al')で 定義する。

ここに、ν:H° (X)(aO HⅢ (X)(2)→ H。 (X)に)は

ν(α Θα'Oaoa')=(-1)lα l(l・・|― |`'i)(α⌒a)Θ (α '⌒ a')で与えられる準同型。

V∈ HOmRI(W,H° (X)に
))な
ら ば v⌒Tc=T(v⌒ c)で あ り、

3(v⌒c)=(-1)|・ |~lv:δ v↑ c+v⌒ ac
の 成 り立 つ ことが 容 易 に 見 られ る か ら、v⌒ cによ りH・ (HomR・ (W呟 H拿 (X)〈

a))の
元 と H拿 (W ORTH● (X)(a)

の 元 の キ ャップ 積 が H。 (W ORTH拿 (X)(a)の 元 として 定 義 され る 。

次の定理をSteenlodの 同型定理という。

定理3(i)各位相空間Xに対し同型              ′

_ κ:H。 (S∞ X,X2) = H.(W O RTH宰 (X)(2))

を定め、それらが連続写像に関して自然的であるようにできる。

(li)各位相空間測こ対し準同型

κ:HⅢ (HomRT(W,H・ (X)(21)) _ H° (S∞ X.X2)

を定め、それらが連続写像に関して自然的で、各Hq(X)が有限生成である測こ対してはκは同型であるようにでき

る。

(li:)さらに(i),(:1)の κはカップ積及びキャップ積を保つようにできる。
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